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Avant-propos

Ce livre s’adresse a priori & différents publics dont I'intérét commun
est la programmation fonctionnelle.

Pour les étudiants de licence, nous offrons une introduction trés pro-
gressive a la programmation fonctionnelle, en proposant de longs déve-
loppements sur les algorithmes sur les piles et quelques types d’arbres
binaires. Nous abordons aussi I’étude de I’allocation mémoire a travers la
synonymie (partage dynamique de données), le role de la pile de controle
et du tas, le glanage automatique de cellules (GC), 'optimisation des ap-
pels terminaux et le calcul de la mémoire totale allouée. Avec le langage
fonctionnel Erlang, nous approfondissons les sujets de la transformation
de programme vers la forme terminale, les fonctions d’ordre supérieur et
le style avec continuations. Une technique de traduction de petits pro-
grammes fonctionnels vers Java est aussi présentée.

Pour les étudiants de master, nous associons a tous les programmes
fonctionnels 'analyse mathématique détaillée de leur cott (efficacité) mi-
nimum et maximum, mais aussi moyen et amorti. La particularité de
notre approche est que nos outils mathématiques sont élémentaires (ana-
lyse réelle, induction, dénombrement) et nous recherchons systématique-
ment des encadrements explicites de fagon a déduire des équivalences
asymptotiques. En effet, les manuels ne présentent trop souvent que la
notation de Bachmann O(-) pour le terme dominant du coiit, ce qui
est peu informatif et peut induire en erreur les débutants. Par ailleurs,
nous couvrons en détail des preuves formelles de propriétés, comme la
correction, la terminaison et I’équivalence.

Pour les professionnels qui ne connaissent pas les langages fonction-
nels et qui doivent apprendre & programmer avec le langage XSLT, nous
proposons une introduction & XSLT qui s’appuie directement sur la partie
dédiée aux étudiants de licence. La raison de ce choix didactique inhabi-
tuel repose sur le constat que XSLT est rarement enseigné a l'université
ou dans les écoles d’ingénieurs, donc les programmeurs qui n’ont pas été
familiarisés & la programmation fonctionnelle font face aux deux défis
d’apprendre un nouveau paradigme et d’employer XML pour program-
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mer : alors que le premier met en avant la récursivité, le second 1’obscur-
cit & cause de la verbosité intrinséque & XML. En apprenant d’abord un
langage fonctionnel abstrait, puis XML, nous espérons favoriser un trans-
fert de compétence vers la conception et la réalisation en XSLT sans
intermédiaire.

Ce livre a aussi été écrit dans l'espoir d’inciter le lecteur & étudier
I'informatique théorique, par exemple, la sémantique des langages de
programmation, la logique symbolique, I’énumération des chemins dans
les treillis et la combinatoire analytique.

Je remercie Francois Pottier, Sri Gopal Mohanty, Walter Bohm, Ham
Jun-Wu, Philippe Flajolet, Francisco Javier Baron Lépez et Kim Sung Ho
pour leur aide technique. Une partie de ce travail a été réalisé alors que
j'étais invité par le département des langages de programmation et des
compilateurs de l'université E6tvos Lorand (Budapest, Hongrie) et les
EIT ICT Labs.

Je m’empresserai de corriger toute erreur que vous aurez eu l’obli-
gence de me communiquer & I’adresse rinderknecht@free. fr.

Budapest, Hongrie,
4 septembre 2013.
Ch. Rinderknecht



Chapitre 1

Introduction

Voici un apergu des sujets développés dans le reste de ce livre.

1.1 Systémes de réécriture

Réécriture de chaines Supposons que nous ayons un collier de perles
blanches et noires, ainsi ce e @ oo e, et le jeu (Dershowitz et Jouannaud,
1990, Dershowitz, 1993) consiste & oter deux perles adjacentes pour les
remplacer par une autre selon certaines régles, par exemple,

.Oi>. O.g. ..%O

Les régles a, B et v constituent alors un systéme de réécriture de chaines.
Les régles a et 5 peuvent se verbaliser ainsi : «Une perle noire absorbe
la perle blanche & son c6té.» Le but de ce jeu est d’obtenir le plus petit
nombre de perles possible, ainsi notre exemple donne lieu aux réécritures

ooooo&oooog>oooioo]oo[%o]oo‘&]oo[%o,

ol nous avons encadré la partie de la chaine qui doit étre réécrite.

D’autres compositions de régles ménent aussi au méme résultat o.
D’aucunes encore aboutissent a des chaines entiérement blanches, la plus
simple étant o o. D’autres résultent en e. Les chaines qui ne peuvent étre
davantage réécrites, ou réduites, sont appelées formes normales. Ces ob-
servations nous incitent a nous demander si toutes les chaines possédent
une forme normale; si oui, si elle est unique et, de plus, si elle est entié-
rement blanche ou constituée d’une seule perle noire.

Tout d’abord, remarquons que le systéme termine, c’est-a-dire qu’il
n’existe pas de suite infinie de réécritures, parce que le nombre de perles
décroit strictement dans toutes les régles, bien que ce ne soit pas une
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condition nécessaire en général, par exemple, o B eco préserverait la
terminaison parce que la composition Saa serait équivalente & la régle 3
originelle. En particulier, ceci signifie que toute chaine posséde une forme
normale. De plus, chaque régle laisse invariante la parité du nombre de
perles noires et il n’y a pas de régle de réécriture pour deux perles blan-
ches adjacentes. Par conséquent, si nous avons 2p perles noires initiales,
la composition des régles « et 5 produit une chaine noire, comme eee e ci-
dessus, qui peut étre réduite, par 'application de la régle v & des perles
contigués, en une chaine blanche contenant p perles. Sinon, la méme
chaine noire peut étre réduite en appliquant alternativement v et 5 a
I'extrémité gauche ou v et a a 'extrémité droite, produisant o.

De la méme fagon, s’il y a un nombre impair de perles noires au
départ, nous obtenons toujours une perle noire & la fin. Il suffit de consi-
dérer les réécritures oo <~ e @ o —» ee —» o pour voir que les formes
normales ne sont pas uniques. Un systéme dont les formes normales sont
uniques est appelé confluent.

Si nous ajoutons la régle o o LN o, le résultat du jeu est toujours
une perle dont la couleur dépend de la parité originelle des perles noires
comme précédemment, et toute stratégie est gagnante. Pour bien com-
prendre pourquoi, considérons d’abord que deux segments de la chaine
qui ne se recouvrent pas peuvent étre réécrits en paralléle, et donc
peuvent étre traités séparément. Les cas intéressants sont ceux oil deux
applications de régles (qui peuvent étre les mémes) engendrent différentes
chaines parce que leur domaine se recouvrent. Par exemple, nous avons
00 ee0 % ee. Le point important est que oo et e e peuvent étre
réécrits en o & l’étape suivante par J et -, respectivement. En général,
ce qui compte est que toutes les paires de chaines résultant de ’applica-
tion de régles recouvrantes, appelées paires critiques, soient susceptibles
d’étre réduites en la méme chaine, c’est-a-dire qu’elle soient joignables.
Dans notre exemple, toutes les interactions ont lieu sur des sous-chaines
constituées de trois perles, donc nous devons examiner dans la FIGURE 1.1
page ci-contre huit configurations, que nous sommes & méme d’ordon-
ner comme si nous comptions en binaire de 0 & 7, (o) étant interprété
comme 0 et (o) comme 1. Dans tous les cas, les divergences sont joi-
gnables en un pas au plus. En général, il n’est pas nécessaire que les
paires critiques soient joignables en un pas juste aprés la divergence,
comme dans I’exemple précédent, mais, plus généralement, qu’elles soient
joignables. Cette propriété est nommeée confluence locale. Avec la termi-
naison, elle implique que toute chaine posséde exactement une forme
normale (une propriété forte entrainant la confluence).

Le systéme que nous avons défini ne contient pas de variables. Ces
derniéres permettent & un systéme fini de dénoter un nombre infini de
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FIGURE 1.1 — Les paires critiques sont toutes joignables

régles sans variables ou, plus simplement, de réduire la taille du systéme
de réécriture, par exemple, I’exemple précédent équivaut a

1)
® O g} [} o X ﬁi} X o o l) O
Si nous acceptons de multiples occurrences d’'une méme variable dans le
membre gauche d’une régle, un systéme dit non linéaire ¢ gauche, nous
pouvons diminuer la taille du systéme de la fagon suivante :

R ALY Ty oth,

C’est-a-dire : «Deux perles adjacentes sont replacées par une perle blan-
che si elles ont méme couleur, sinon par une perle noire.» Remarquons
la présence nouvelle d’'un ordonnancement implicite des régles : la regle
v + & doit étre examinée en premier pour filtrer une partie de la chaine
courante, parce qu’elle est incluse dans la seconde régle, comme on peut
le constater en posant z = y dans a + . Généralement, 'ordre dans
lequel sont écrites les régles sur une page induit leur ordre logique. Par
ailleurs, notons que le systéme ne spécifie pas que x doit étre o ou . En
termes généraux, cela signifie que le type d’une variable doit étre défini
ailleurs ou inféré a partir des usages de ladite variable.

Réécriture de termes Jusqu’a présent, nous avons seulement exa-
miné les systémes de réécriture de chaines. Les systémes de réécriture
de termes (Baader et Nipkow, 1998), ou un terme est un objet mathé-
matique potentiellement constitué a partir de n-uplets, d’entiers et de
variables. Considérons le systéme totalement ordonné suivant :

(0,m) — m; (n,m) = (n—1,n-m); n — (n,1). (1.1)

ol les régles sont séparées par un point-virgule et la derniére se termine
par un point. Les opérateurs arithmétiques (—) et (-) sont définis a 1'ex-
térieur du systéme et m et n sont des variables dénotant des entiers
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naturels. Si les régles n’étaient pas ordonnées comme elles sont écrites,
la deuxiéme filtrerait toute paire. Au lieu de cela, nous pouvons sup-
poser que n # 0 lorsque nous filtrons avec elle. Nous voyons aisément
que toutes les compositions de réécritures commencant avec un entier
naturel n se terminent avec la valeur de la factorielle de n :

n— (n,1) —---— (0,n!) = n!l, forneN.

Notons (=) la composition de (=) itérée n — 1 fois :

("_H>) = (=)o (2), avecn >0.

La cloture transitive de (—) est définie comme étant (—) = (J;oq ().
Dans le cas présent, la factorielle coincide avec la cléture transitive de
(=), cest-a-dire n — n!l. Soit (=) la cloture réflexive et transitive de
(=), & savoir () := (=) U ().

Un systéme confluent définit une fonction et il est alors commode de
lui donner un nom ; par exemple, c(1,d(n)) est un terme construit avec
les noms de fonction c et d, de méme qu’avec la variable n. Un n-uplet
distingué a l’aide d’un nom de fonction, comme f(z,y), est appelé un
appel de fonction. Les composantes des n-uplets sont nommés arguments,
par exemple d(n) est le second argument de I’appel c(1,d(n)). Un appel
de fonction peut n’avoir aucun argument, ainsi d(). Nous restreignons les
membres gauches des régles a toujours étre des appels de fonction.

1.2 Arbres pour illustrer les termes

La compréhension topologique d’un appel de fonction ou d’un n-uplet
est I’arbre fini. Un arbre est une configuration hiérarchique d’information
et la FIGURE 1.2 montre la forme d’un exemple. Les disques sont appelés
neuds et les segments qui connectent deux nceuds sont nommés arcs.
Le nceud au sommet (contenant un diamétre) est la racine et les nceuds
situés au plus bas (e) sont les feuilles. Tous les nceuds sauf les feuilles
sont reliés vers le bas & d’autre nceuds, appelés les enfants. Vers le haut,

FIGURE 1.2 — Forme d’un arbre
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chaque nceud sauf la racine est connecté a un autre nceud, ou parent.
Selon le contexte, un noeud peut aussi dénoter ’arbre complet dont il
est la racine. Tout nceud sauf la racine est la racine d’'un sous-arbre
propre. Un arbre est son propre sous-arbre. Les enfants d’un nceud z
sont les racines des sous-arbres immeédiats par rapport & I’arbre enraciné
en x. Deux sous-arbres immédiats différents sont disjoints, c’est-a-dire
qu’aucun noeud de l'un n’est relié & un nceud de l'autre. Un groupe
d’arbres est une forét.

Les arbres peuvent figurer les termes de la facon sui- f
vante. Un appel de fonction est un arbre dont la racine est / AN
le nom de la fonction et les enfants sont les arbres déno- \ 0 %
tant les arguments. On peut considérer qu’'un n-uplet pos- g Y
séde un nom de fonction invisible, représenté par un nceud | \1
avec un point (.) dans 'arbre, auquel cas les composantes o
du n-uplet sont ses enfants. Par exemple, I'arbre de la F1- FIGURE 1.3
GURE 1.3 a pour racine f et pour feuilles 0, z, 1 et y. Remarquons que
les variables x et y sont composées en italique pour les différencier des
noms de fonction x et y, pour lesquels nous utilisons une police linéale.
Par exemple, d((),e([1])) peut étre interprété comme un arbre avec la
racine d, dont le premier sous-arbre immédiat est la représentation du n-
uplet vide (), et dont le second sous-arbre immédiat correspond a e([1]).
La FIGURE 1.3 représente l'arbre associé a f((g(0), (z,1)),(),g(y)). No-
tons que les n-uplets, excepté celui vide, ne sont pas représentés dans
I’arbre parce qu’ils codent la structure, qui est déja visible. Le nombre
d’arguments d’une fonction est appelé son arité. Des fonctions de méme
nom mais d’arités différentes sont permises ; par exemple, nous pourrions
avoir a la fois c(a()) et c(a(z),0), ce qu’on appelle surcharge. Pour dis-
tinguer les différent usages, 'arité d’une fonction devrait étre indiquée
aprés une barre oblique, ainsi ¢/1 et ¢/2.

1.3 Langages purement fonctionnels

Nous ne souhaitons considérer par la suite que des systémes confluents
parce qu’ils définissent des fonctions. Cette propriété peut étre obtenue
en imposant un ordre sur les régles, comme nous ’avons fait dans les
exemples précédents. Une autre restriction est que les formes normales
doivent étre des wvaleurs, c’est-a-dire qu’elles ne contiennent aucun ap-
pel a des fonctions définies par réécriture ou implicitement, comme une
opération arithmétique. Ces deux contraintes définissent un langage pu-
rement fonctionnel (Hughes, 1989, Hinsen, 2009). Remarquons que nous
n’exigeons pas la terminaison du systéme, bien que ce soit 1a une pro-
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priété désirable, de facon a retenir plus d’expressivité.

Nous voudrions de plus contraindre le calcul des appels de fonction
en exigeant que les arguments soient réécrits avant que ’appel lui-méme
ne le soit. Cette stratégie est dite d’appel par valeurs. Malheureusement,
elle conduit & la non-terminaison de certains programmes qui autrement
termineraient. Par exemple, considérons

fla) 0. () > g0).

Nous avons f(g()) < 0 mais f(g()) LR f(g()) 5 .. Malgré cet inconvé-
nient, nous retiendrons 'appel par valeurs parce qu’il facilite certaines
analyses. (Une stratégie plus puissante est réalisée dans le langage pu-
rement fonctionnel Haskell (Doets et van Eijck, 2004) sous la forme de
Iévaluation paresseuse.) Il nous permet par ailleurs de restreindre la
forme des membres gauches, appelés motifs, & un appel de fonction en-
globant (le nom de la fonction est a la racine de 'arbre représentant le
membre gauche). Par exemple, nous pouvons alors éliminer pour cause
d’inutilité une régle telle que

plus(z, plus(y, z)) — plus(plus(z,y), z).

De plus, si le systéme termine, alors (—) définit une évaluation, ou inter-
prétation, des termes. Par exemple, la factorielle fact/1 peut étre définie
par le systéme ordonné

fact(0) — 1; fact(n) — n - fact(n — 1). (1.2)

Par conséquent, fact(n) — n! et le systéme détaille comment réduire pas
a pas fact(n) en sa valeur.

La plupart des langages fonctionnels ont des fonctions d’ordre supé-
rieur, alors que les systémes de réécriture normaux n’en ont pas. Un
exemple serait le programme d’ordre supérieur suivant, ou n € N :

f(g,0) — 1; f(g,n) > n-g(g,n—1). fact;(n) — f(f,n).

Remarquons que ces deux définitions ne sont pas récursives, néanmoins
fact; /1 calcule la factorielle. Le cadre théorique idoine pour comprendre
les fonctions d’ordre supérieur est le A-calcul (Hindley et Seldin, 2008,
Barendregt, 1990). En fait, le A-calcul est abondamment employé pour
exprimer la sémantique formelle des langages de programmation, méme
s’ils ne sont pas fonctionnels (Winskel, 1993, Reynolds, 1998, Pierce,
2002, Friedman et Wand, 2008, Turbak et Gifford, 2008). Nous préférons
travailler avec des systémes de réécriture parce qu’ils permettent le fil-
trage des appels par des motifs, alors qu’en A-calcul nous devrions coder
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les filtres en une cascade de conditionnelles, qui devraient étre & leur tour
codées en constructions encore plus élémentaires.

Par la suite, nous montrons comment exprimer des structures de
données linéaires dans un langage purement fonctionnel et comment faire
exécuter nos programmes par un ordinateur.

Piles Considérons le programme abstrait suivant
cat(nil(), ) = t; cat(cons(z, s), t) LN cons(z, cat(s,t)).

11 définit la fonction cat/2 qui opére la concaténation de deux piles. Les
fonctions nil/0 et cons/2 sont des constructeurs de données, c’est-a-dire
des fonctions qui ne sont pas définies par le systéme : leurs appels ir-
réductibles modélisent les données, donc ils sont des valeurs et peuvent
apparaitre dans les motifs. L’appel de fonction nil() dénote la pile vide
et cons(z, s) la pile obtenue en mettant 1’élément x sur le sommet de
la pile s, une action communément appelée empiler x sur s. Une pile
non-vide peut se concevoir comme une suite finie d’éléments qui ne sont
accessibles que séquentiellement depuis le sommet, comme le suggére
I’analogie avec une pile d’objets matériels. Soit T' I’ensemble de tous les
termes possibles et S C T l'ensemble de toutes les piles, qui est défini
par induction comme étant le plus petit ensemble S tel que

- nil() € S;

~sizeT et seS, alors cons(x,s) €S.

Remarquons que, dans la régle [, si s n’est pas une pile, la récur-
rence implique que la fonction cat/2 est partielle, non pas parce que la
réécriture ne termine pas, mais parce que la forme normale n’est pas une
valeur. En termes opérationnels, I'interpréte échoue dans sa réécriture de
I’appel pour certains arguments.

Posons les abréviations commodes [] := nil() et [z ]| s] := cons(z, s),
d’aprés la convention du langage de programmation Prolog (Sterling
et Shapiro, 1994, Bratko, 2000). Par exemple, nous pourrions écrire
[1][2][3][]]]] au lieu de cons(1,cons(2,cons(3,nil()))). Nous pouvons de
plus abréger la notation [z | [x2]... [xn|s]]] en [x1,22,..., 2, | s], ainsi
que [z]|[]] en [z]. Par exemple, [1|[2|[3][]]] est plus succinctement décrite
par [1,2, 3]. Notre systéme définissant cat/2 devient maintenant bien plus
lisible :

cat((],t) S, cat([z]s],t) D [x|cat(s,t)]. (1.3)

Finalement, mettons-le & I’épreuve avec 1’évaluation suivante :

cat([1, 2], [3,4]) EN [1]|cat([2],[3,4])] LN [1][2]cat([],[3,4))] = [1,2,3,4].
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Arbres de syntaxe abstraite Selon le contexte, nous pouvons em-
ployer la description arborescente des termes de facon & mettre en valeur
certains aspects du calcul. Par exemple, il pourrait étre intéressant de
montrer comment des parties du résultat (le membre droit) sont en fait
partagées avec les données (le membre gauche) ; en d’autres termes, dans
quelle mesure les données demeurent invariantes par ’application des
régles de réécriture. Ce concept suppose que les termes résident dans une
sorte d’espace et qu’ils peuvent étre référencés a partir d’autres termes.
Cet espace abstrait sert de modéle & la mémoire d’un ordinateur. Consi-
dérons par exemple dans la FIGURE 1.4 la méme définition de cat/2 telle
que donnée dans (1.3). Les fleches en lieu d’arcs dénotent un partage
de donnée. Quand des arbres sont utilisés pour visualiser des termes, ils
sont appelés arbres de syntaxe abstraite. Quand des arbres partagent des
sous-arbres, la forét entiére est un graphe orienté sans circuit.

ey B8 |

cat - cat S
AN J AN \
0 t |t cat

/ \
x s
FIGURE 1.4 — Définition de cat/2 avec des graphes orientés sans circuit

1.4 Analyse des algorithmes

Donald Knuth figure parmi les fondateurs de la branche de 'infor-
matique théorique consacrée a I’étude mathématique de D'efficacité des
programmes. Il I'a nommeée analyse des algorithmes (Sedgewick et Flajo-
let, 1996, Knuth, 1997). Etant donnée la définition d’une fonction et un
appel a celle-ci, cette approche consiste en trois étapes fondamentales :
la définition d’'une mesure des arguments, qui représente leur taille; la
définition d’'une mesure du temps, qui abstrait le temps physique; la re-
cherche d’une relation entre la taille des arguments et le temps abstrait
nécessaire pour évaluer ’appel. Cette relation fonctionnelle modélise 1’ef-
ficacité et est souvent appelée le codt (plus bas est le coftit, plus grande
est l'efficacité).

Par exemple, lorsque sont triés des objets, aussi appelés clés dans
ce contexte, la taille des données est le nombre de clés et 'unité de
temps abstrait est souvent une comparaison, donc le cott est la fonction
mathématique qui associe le nombre de clés et le nombre de comparaisons
pour les trier.
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Cott exact Les systémes de réécriture permettent une notion de cotit
assez naturelle pour les programmes fonctionnels : c¢’est le nombre de
réécritures pour atteindre la valeur d’un appel de fonction, en supposant
que les arguments sont des valeurs. En d’autres termes, c’est le nombre
d’appels nécessaires pour calculer I'appel initial. Considérons & nouveau
la concaténation de deux piles dans la définition (1.3) :

cat([],t) & ¢; cat([z|s],t) 5, [x]|cat(s,t)].

Nous observons que t est invariant, donc le colit ne dépend que de la
taille du premier argument. Soit CS* le cotit de appel cat(s, ), ou n est
la taille de s. La régle a nous ameéne a I’équation C§** =1 et la régle 3
a Clty =1+ C2'; prises ensemble, elles conduisent & 52t =n + 1.

Extremums du cotit (Quand nous examinons des programmes de tri
opérant par comparaisons, le colit dépend en fonction de l'algorithme
mais souvent aussi de ’ordre partiel des clés, donc la taille ne capture pas
tous les aspects nécessaires a la quantification de 'efficacité. Ce constat
nous conduit naturellement & considérer alors des encadrements du cofit :
pour une taille fixe des données, on recherche alors les configurations des
données qui minimisent ou maximisent le cott, respectivement appelées
meilleur des cas et pire des cas. Par exemple, le pire des cas pour certains
algorithmes de tri se produit lorsque les clés sont déja triées dans 'ordre
attendu, alors que pour d’autres ce peut étre I'ordre inverse etc.

Cotit moyen Une fois obtenu ’encadrement d’un cotit, la question
du codt moyen (Vitter et Flajolet, 1990) (Knuth, 1997, §1.2.10) se pose.
Celui-ci est la moyenne arithmétique des cotits pour toutes les données
possible d’une taille fixe. De la prudence s’impose, parce qu’il faut alors
un nombre fini de configurations. Par exemple, pour trouver le coiit
moyen d’un algorithme de tri opérant par comparaison de clés, il est habi-
tuel de supposer que les n clés sont distinctes deuzx a deux et de prendre
la moyenne des cotits de toutes leurs permutations (au nombre de n!,
comme on montrera plus loin). La contrainte d’unicité permet a l’analyse
de se ramener a la prise en compte des permutations de (1,2,...,n). Le
colit moyen de quelques algorithmes de tri, tel le ¢tri par interclassement
(Knuth, 1998a, §5.2.4) (Cormen et al., 2009, §2.3) ou le tri par insertion
(Knuth, 1998a, §5.2.1) (Cormen et al., 2009, §2.1), égale, & 'asymptote,
leur colit maximum, c’est-a-dire que, pour un nombre croissant de clés,
le ratio des deux cofits approche arbitrairement prés I'unité. L’ordre de
grandeur du cofit moyen d’autres tris, tel le tri de Hoare, connu aussi
sous le nom de ¢ri rapide (Knuth, 1998a, §5.2.2) (Cormen et al., 2009,
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§7), est inférieur a leur cotit maximum, sur une échelle asymptotique
(Graham et al., 1994, §9).

En ligne par opposition a hors ligne Les algorithmes de tri peuvent
étre distingués selon qu’ils opérent sur la totalité des clés ou bien clé
par clé. Les premiers sont dits hors ligne, parce que leurs clés ne sont
pas triées au fur et & mesure qu’elles arrivent ; les derniers sont dits en
ligne, parce que le processus de tri est temporellement entrelacé avec le
processus d’acquisition des données. Ainsi, le tri par insertion est en ligne,
alors que le tri de Hoare ne ’est pas parce qu’il repose sur une stratégie,
dite «diviser pour régner,» qui partage l’ensemble des données. Cette
distinction est pertinente dans d’autres contextes aussi, comme celui des
algorithmes qui sont intrinséquement séquentiels, au lieu de permettre au
moins un peu de parallélisme ; par exemple, une base de données est mise
4 jour par une suite de requétes atomiques, mais des requétes portant
sur des parties disjointes des données peuvent étre servies en paralléle.

Cott amorti Parfois, une mise a jour est coiiteuse parce qu’elle est
retardée a cause d’un déséquilibre de la structure de donnée qui doit étre
remédié immédiatement, mais ce reméde lui-méme peut conduire & un
état tel que les opérations ultérieures sont plus rapides que si la mise a
jour cotiteuse n’avait pas eu lieu. Par conséquent, lorsque nous considére-
rons une suite de mises & jour, il pourrait étre trop pessimiste de cumuler
les cotits maximums de toutes les opérations prises en isolement. A la
place, 'analyse du coit amorti (Okasaki, 1998a) (Cormen et al., 2009,
§17) prend en compte les interactions entre les mises a jour, de telle sorte
qu’un cotit maximum plus bas est obtenu. Remarquons par ailleurs que
cette sorte d’analyse est intrinséquement différente de ’analyse du coft
moyen en ce sens que son objet est la composition de différentes fonc-
tions au lieu d’appels indépendants & la méme fonction, avec différentes
données. L’analyse du colit amorti est une analyse du cotit maximum
d’une séquence de mises & jours, non d’une seule.

Analyse agrégeante Examinons un compteur énumérant les entiers
de 0 & n en binaire en modifiant un tableau contenant des bits (Cormen
et al., 2009, §17.1). Dans le pire des cas, un incrément provoque l'inver-
sion de tous les bits. Le nombre m de bits de n est trouvé en posant
n = Z?;_ol b;2¢, ot les b; sont les bits et b,,_1 = 1. Alors

2l <n<2M=m-1<lgn<m=m=|lgn] +1, (1.4)
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n Bits de n Flips

0 00000 0

1 00001 1

2 00010 3

3 00011 4

4 00100 7

5 00101 8

6 00110 10

7 00111 11

g8 01000 15

9 01001 16

1 101 1 .
0 ot011 19 K w2 Bis S ln/2]
12 01100 22 0 22 10110 22
13 01101 23 1 11 01011 33
14 01110 25 2 5 00101 38
15 01111 26 3 2 00010 40
16 10000 31 4 1 00001 41
(a) Basculements de bits (b) F(n) =35, |n/2¢], ot n = 22

FIGURE 1.5 — Bits comptés verticalement et en diagonale

ou |z| (partie entiére de z) est le plus grand entier qui est plus petit ou
égal & x et lgn est le logarithme binaire de n. Le cotit de n incréments
est donc majoré par nlgn + n ~ nlgn, lorsque n — oo.

Une simple observation révéle que cette borne supérieure est trop
pessimiste, car la propagation de la retenue remet & zéro une série de
bits en partant de la droite, donc la prochaine addition ne fera basculer
(en anglais, to flip) qu’un seul bit, la suivante encore n’en changera que
deux etc. comme cela est visible & la FIGURE 1.5a, ot les bits qui vont
basculer au prochain incrément sont en gras. Compter les basculements
verticalement montre que le bit correspondant a 2°, donc le bit le moins
significatif, bascule a chaque fois. Le bit de 2! bascule une fois sur deux,
donc, de 0 & n, il bascule |n/2'| fois. En général, le bit de 2¥ bascule
|n/2F| fois. Par conséquent, le nombre total de basculements F(n) dans
une série de n incréments est

F(n):=Y" [;ﬂ (1.5)
k>0

Cette somme est en fait toujours finie, comme on le voit & la FIGURE 1.5b,
ol, en diagonale les bits & 1 & la position j sont situés aux positions
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décroissantes de j — 1 jusqu’a 0, donc contribuent 2/ +2/=1 ... 420 =
2Jt1 _ 1. En toute généralité, posons n = 2°7 + ... 4 261 4 2€0 > (),
avec e, > --- > e1 > eg = 0 et r > 0. Les entiers naturels e; sont les
positions des bits & 1 dans la notation binaire de n. L’exponentielle 2¢"
correspond au bit le plus significatif (le plus a gauche) dans la notation
binaire de n, donc e, + 1 est égal au nombre de bits de n, qui est connu
d’apres 'équation (1.4) :

er = |lgn]. (1.6)
Nous pouvons maintenant donner une forme close pour F'(n) :

r

F(n) =) (2%" — 1) = 2n — v, (1.7)
=0

ou v, := r + 1 est la somme des bits de n, ou, de fagon équivalente,
le nombre de bits & 1. Cette valeur est nommé différemment selon les
auteurs et les contextes : population, somme oblique, somme des bits ou
poids de Hamming ; par exemple, dans la FIGURE 1.5b page précédente,
nous pouvons lire F(22) =41 =2-22 — 3.

Pour évaluer F'(n) a l’asymptote, nous devons ’encadrer par des fonc-
tions équivalentes et utiliser le théoréme des gendarmes. Commengons
par encadrer la somme des bits de la maniére suivante :

1<y, <|lgn]+1,

parce que 'égalité (1.6) établit que [lgn] + 1 est le nombre de bits de n.
Par conséquent, 2n—[lgn|—1 < F(n) < 2n, et 2n—Ign—1 < F(n) < 2n.
Par la régle de I'Hopital, lim,, 4 o (Ign/n) = lim, 1o (1/n1In2) = 0, ou
Inn est le logarithme naturel de n. Par la suite,

F(n) ~ 2n, lorsque n — oo.

Deux énumérations, I'une verticale, I'autre en diagonale, ont montré que
le nombre total exact de basculements de bits est d’un ordre de grandeur
plus bas qu’attendu.

Cet exemple ressortit a une classe particuliére d’analyse du coiit
amorti appelée analyse agrégeante, parce qu’elle repose sur un dénom-
brement combinatoire (Stanley, 1999a,b, Martin, 2001) pour atteindre
son but ; plus précisément, elle agrége des quantités positives partielles,
souvent de différentes maniéres, pour obtenir le cotit total. Une variation
visuellement plaisante sur ’exemple précédent consiste a déterminer le
nombre moyen de bits & 1 dans la notation binaire des entiers de 0 & n
(Bush, 1940).
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1.5 Preuves par induction

Remarquons que cat([1],[2,3,4]) — [1,2,3,4] « cat([1,2],[3,4]). 1
est éclairant de créer des classes d’équivalence de termes qui sont joi-
gnables, fondée sur (=) définie ainsi : a = b 8’1l existe une valeur v telle
que a = v et b = v. Par exemple, cat([1, 2], [3,4]) = cat([1], [2,3,4]). La
relation (=) est en effet une équivalence parce qu’elle est

— réflexive : a = a;

— symétrique : sia =b, alors b= a;

— transitive : sia = b et b= ¢, alors a = c.

Les fait suivants sont intéressants. Si f(x) et f(y) ont une valeur, alors
x = y implique f(x) = f(y). Si 21 « z2 - x3 = x4 — x5 « Tg, alors
xlEa:QE:UgEx4zx5Exg.Danslecasoilx—»zgt«—y,nous
employons la notation dédiée x =, y pour souligner le réle que joue
la régle o dans I’équivalence, au lieu du simple x = y. Si nous voulons
prouver des équivalences avec des variables prenant leur valeurs dans des
ensembles infinis, comme cat(s, cat(t,u)) = cat(cat(s,t), u), nous avons
besoin d’un principe d’induction.

Induction bien fondée Nous définissons un ordre bien fondé (Wins-
kel, 1993) sur un ensemble A comme étant une relation binaire () sans
chaines infiniment descendantes, c’est-a-dire que nous n’avons pas les
relations ag = a1 > ... Le principe d’induction bien fondée énonce alors
que, pour tout prédicat N, sa validité universelle Ya € A.R(a) est impli-
quée par Va.(Vb.a = b = N(b)) = X(a). L’absence de chaines infiniment
décroissantes fait que tout sous-ensemble B C A contient des éléments
minimaux M C B, c’est-a-dire qu’il n’y a pas de b € B tel que a > b, si
a € M. Dans ce cas, dit la base, 'induction bien fondée se raméne & prou-
ver X(a) pour tout a € M. Lorsque A = N, ce principe est l'induction
compléte (Buck, 1963). L'induction structurelle est un autre cas parti-
culier ou t > s est vrai si, et seulement si, s est un sous-terme propre
de t, en d’autres termes, ’arbre de syntaxe abstraite de s est inclus dans
I’arbre de t et s # t. Parfois, une forme restreinte est suffisante. Par
exemple, nous pouvons définir [z | s] > s, pour tout terme x et toute
pile s € S. (A la fois z et s sont des sous-termes immédiats de [x|s].) 11
n’existe pas de chaines infiniment décroissantes parce que [] est I'unique
¢lément minimal de S : aucun s ne satisfait [| > s; donc le cas de base
est t =[] et Vt.(Vs.t = s = R(s)) = N(¢) dégéneére en R([]).

Associativité Prouvons l'associativité de cat/2, que nous exprimons
symboliquement par CatAssoc(s,t,u): cat(s,cat(t,u)) = cat(cat(s,t),u),
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ou s, t et u sont des valeurs de pile. Nous employons le principe d’induc-
tion bien fondée & la structure de s, donc nous devons établir

— la base Vt,u € S.CatAssoc([],t,u);

— le pas Vs, t,u € S.CatAssoc(s,t,u) = Vx € T.CatAssoc([z]s],t,u).
Le cas de base est direct : cat([], cat(s,t)) = cat(s, t) <= cat(cat([], ), u).
Supposons maintenant CatAssoc(s,t,u), appelé I’hypothese d’induction,
et prouvons CatAssoc([z|s],t,u), pour tout terme x. Nous avons

cat([z | s], cat(t, u)) =p [z|cat(s, cat(t,u))
= [z|cat(cat(s,t), u)] (CatAssoc(s, t,u))
&5 cat([z | cat(s, t)], u)
&3 cat(cat([z] 5], 1), u).

Donc CatAssoc([z]s],t,u) est vraie et Vs, t,u € S.CatAssoc(s,t,u). O

Ecrire cat([x | s], cat(t, u)) 5, [x | cat(s, cat(t,u))] est incorrect parce
que la sémantique de notre langage fonctionnel exige que les arguments
soient évalués avant ’appel. Néanmoins, si s, t et u ne sont pas des va-
leurs, il est suffisant qu’elles en aient une pour que CatAssoc(s,t,u) soit
vrai aussi; par exemple, si f(s) a la valeur v, alors CatAssoc(f(s),t,u)
est vrai car cat(f(s),cat(t,u)) — cat(v,cat(t,u)) = cat(cat(v,t),u) «
cat(cat(f(s),t),u). Par conséquent, la terminaison est une propriété im-
portante que nous devons établir.

Terminaison Lorsque nous avons défini notre langage purement fonc-
tionnel, nous avons sciemment rendu possible la non-terminaison de cer-
tains programmes. Nous aurions pu imposer des restrictions syntaxiques
sur les définitions récursives de facon a garantir la terminaison de toutes
les fonctions. Une classe bien connue de fonctions qui terminent fait un
usage exclusif d’une forme bridée de récursivité appelée récursivité pri-
mitive (Robinson, 1947, 1948). Malheureusement, nombre de fonctions
utiles ne peuvent étre aisément définies sous cette forme et, conséquem-
ment, la plupart des langages fonctionnels laissent au programmeur la
responsabilité de prouver la terminaison de leurs programmes. Pour des
raisons théoriques, liées au fameux probléme de 'arrét des machines de
Turing, il n’est pas possible de donner un critére général pour la terminai-
son, mais il existe de nombreuses régles qui couvrent beaucoup d’usages.
Considérons ’exemple suivant ou m,n € N :

ack(0,n) L 1;
ack(m + 1,0) = ack(m, 1);
ack(m +1,n + 1) = ack(m, ack(m + 1,n)).

Ceci est une forme simplifiée de la fonction de Ackermann, un des pre-
miers exemples d’une fonction calculable, récursive et totale qui n’est pas
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primitive. Sa définition fait usage d’une double récursivité et de deux pa-
rameétres pour calculer des valeurs dont la taille croit comme une tour
d’exponentielles, par exemple, ack(4,3) — 22" _ 3 Sa terminaison
n’est pas évidente, parce que si le premier argument décroit bien, le se-
cond croit énormément.

Définissons un ordre bien fondé sur des paires, dit ordre lexicogra-
phique. Soit (-4) et (>-p) des ordres bien fondés sur les ensembles A
et B. Alors, (> 4xp) défini comme suit sur A x B est bien fondé :

(ag,bo) >~ AxB (al,b1) = ap >~ A ap ou (CLO =ay et by =B bl). (18)

Si A= B =N, alors (>4) = (>p) = (>). Pour prouver que ack(m,n)
termine pour tout m,n € N, nous devons d’abord trouver un ordre bien
fondé sur les appels ack(m, n), c’est-a-dire que les appels doivent étre to-
talement ordonnés sans chaines infiniment décroissantes. Dans ce cas, un
ordre lexicographique sur (m,n) € N2, étendu a ack(m,n), fait affaire :

aCk(ao,bo) - ack(al,bl) = ag > a1 ou (ao =ay et by > bl).

Clairement, ack(0, 0) est I’élément minimum. Ensuite, nous devons prou-
ver que ack(m,n), avec m > 0 ou n > 0, se réécrit en appels plus petits.
Avec la régle ¢, nous avons ack(m+1,0) = ack(m, 1). Avec la régle , nous
avons ack(m+1,n+1) > ack(m+1,n) et ack(m+1,n+1) > ack(m, p),
pour toute valeur p, en particulier quand ack(m + 1,n) — p. O
Une série d’exemples de preuves de terminaison pour des systémes
de réécriture a été publiée par Dershowitz (1995), Arts et Giesl (2001).
Un compendium accessible a été rédigé par Dershowitz (1987). Knuth
(2000) a analysé des fonctions récursives particuliérement compliquées.

1.6 Reéalisation de logiciel

Traduction en Erlang 1l est toujours agréable de faire évaluer nos ap-
pels de fonctions par des ordinateurs. Nous présentons briévement Erlang,
un langage fonctionnel qui inclut un noyau pur (Armstrong, 2007). Un
module est une collection de définitions de fonctions. La syntaxe d’Erlang
est trés proche de notre formalisme et nos systémes de réécriture précé-
dents deviennent

-module(mix) .
-export([cat/2,fact/1]).

cat( [1,T) —> T;
cat([X|S],T) -> [X]|cat(S,T)].
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fact(N) -> f(fun £/2,N).

£f(_,0) —> 1;
f(G,N) -> N = G(G,N-1).

La différence réside dans la présence d’en-tétes et de conventions lexi-
cales consistant a composer les variables en lettres capitales et & amuir
les variables inutilisées dans les motifs avec un souligné (_). De plus,
I'expression fun £/2 denote f/2 quand elle est utilisée a la place d’une
valeur. A partir de la boucle interactive d’Erlang, nous pouvons compiler
et exécuter quelques exemples :

1> c(mix).

{ok,mix}

2> mix:cat([1,2,3],[4,5]).
[1,2,3,4,5]

3> mix:fact(30).
265252859812191058636308480000000

Notons qu’Erlang offre une arithmétique entiére exacte et que 'ordre des
définitions n’est pas significatif.

Traduction en Java Les programmes fonctionnels opérant sur des
piles peuvent étre systématiquement traduits en Java, en suivant une mé-
thode similaire & celles publiées par Felleisen et Friedman (1997), Bloch
(2003) et Sher (2004). Notre traduction devrait transférer certaines pro-
priétés intéressantes ayant été établies & propos du programme dans le
langage source : il est crucial de comprendre comment ’approche ma-
thématique présentée précédemment, a la fois I'induction structurelle et
la programmation fonctionnelle, ménent a des programmes Java sirs et,
par conséquent, constitue un pont solide entre les mathématiques et 1’in-
formatique.

Bien entendu, les programmes examinés dans ce livre sont extréme-
ment courts et le sujet étudié est donc celui de la programmation a petite
échelle, mais, du point de vue de 'ingénierie du logiciel, ces programmes
fonctionnels peuvent étre considérés comme les spécifications formelles
des programmes Java, et les preuves par induction peuvent se conce-
voir comme des exemples de méthodes formelles, comme celles utilisées
pour certifier certains protocoles de télécommunication et des systémes
embarqués critiques. Conséquemment, ce livre peut étre lu comme un
prérequis a un cours d’ingénierie du logiciel, mais aussi & un cours de
programmation approfondie.
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Patrons conceptuels Le patron conceptuel en Java qui modélise une
pile s’appuie sur les méthodes polymorphes, les classes récursives et les
génériques. Une classe abstraite et générique Stack capture 'essence
d’une pile comme suit :

// Stack.java
public abstract class Stack<Item> {
public final NStack<Item> push(final Item item) {
return new NStack<Item>(item,this); }

}

Une pile est vide ou non et la classe Stack est abstraite parce qu’elle
affirme que ces deux cas sont des piles et qu’ils partagent des fonction-
nalités, comme la méthode push, qui enveloppe le constructeur des piles
non-vides, NStack, de telle sorte que toutes sortes de piles héritent la
méme méthode. L’argument item de push est déclaré final parce que
nous voulons qu’il soit constant dans le corps de la méthode, suivant en
cela le paradigme fonctionnel. La pile vide [] est associée & une extension
EStack de Stack, capturant la relation «Une pile vide est une pile.» La
classe EStack ne contient aucune donnée.

// EStack.java
public final class EStack<Item> extends Stack<Item> {}

La pile non-vide est logiquement codée par NStack, une autre sous-classe
de Stack :

// NStack.java

public final class NStack<Item> extends Stack<Item> {
private final Item head;
private final Stack<Item> tail;

public NStack(final Item item, final Stack<Item> stack) {
head = item; tail = stack; }

}

Le champs head modélise le premier élément d’une pile et tail cor-
respond au reste de la pile (donc NStack est une classe récursive). Le
constructeur simplement initialise ceux-ci et il est important de les dé-
clarer final pour exprimer que nous ne voulons pas d’affectations aprés
I'initialisation. Comme dans le langage fonctionnel, a chaque fois qu'une
pile est demandée, au lieu de modifier une autre pile avec un effet, une
nouvelle est créée, qui peut-étre réutilise d’autres piles comme compo-
sants constants.
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Concaténation de piles Pour illustrer les piles en Java, rappelons-
nous de la définition (1.3) a la page 7 pour concaténer deux piles :

cat([],t) > t; cat([z|s],t) 5, [x|cat(s,t)].

La traduction vers notre hiérarchie de classes en Java est la suivante. Le
premier argument de cat/2 est une pile, correspondant & this dans nos
classes EStack et NStack. Par conséquent, la traduction de cat/2 est une
méthode abstraite dans la classe Stack, avec un paramétre (le second de
cat/2) :

public abstract Stack<Item> cat(final Stack<Item> t);

La régle a s’applique seulement & l'objet représentant [], donc la tra-
duction correspondante est une méthode de EStack qui retourne son
argument :

public Stack<Item> cat(final Stack<Item> t) { return t; }

Sans surprise, la régle 5 devient une méthode de NStack retournant un
objet de NStack correspondant & [x | cat(s,t)]. Celui-ci est construit en
traduisant cette pile de bas en haut : traduire cat(s,t) et puis empiler .
Souvenons-nous que s est la sous-pile de [z | s] dans le membre gauche
de la régle B, donc [z | s] est this et s correspond & this.tail, ou,
simplement, tail. De maniére semblable, x est head. Finalement,

public NStack<Item> cat(final Stack<Item> t) {
return tail.cat(t).push(head);

}
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Chapitre 2

Fondamentaux

2.1 Concaténation

[Ce redémarrage lent peut étre ignoré par les lecteurs impatients.|

Dans I'introduction, nous n’avons pas expliqué la conception de cat/2, la
fonction qui effectue la concaténation de deux piles. Recommencons et
avangons lentement.

Considérons I’écriture d’une fonction join/2 (joindre) qui se comporte
comme cat/2. Tout d’abord, I’exigence devrait étre exprimée en frangais
comme une fonction qui prend deux piles et calcule une pile contenant
tous les éléments de la premiére pile, suivis par tous les éléments de
la seconde, tout en conservant ’ordre relatif des éléments. En d’autres
termes, tous les appels de fonction join(s,t) sont réécrits en une pile
contenant tous les éléments de s, suivis par tous les éléments de t. Une
exigence serait incompléte sans quelques exemples. Par exemple,

join([3,5],[2]) — [3, 5, 2].

Néanmoins, si cela est encore un peu vague, nous devrions essayer des cas
extrémes, c’est-a-dire des configurations trés particuliéres des arguments,
de facon & comprendre plus précisément ce qui est attendu de cette fonc-
tion. Il vient naturellement a l’esprit qu’une pile est nécessairement vide
ou non et, puisque les deux arguments sont des piles, alors nous sommes
amenés a distinguer quatre cas : deux piles vides; la premiére pile vide
et autre non ; la premiére pile n’est pas vide et la seconde 'est ; les deux
ne sont pas vides :

join([], )
join([], [y [¢])
join([z[s], [])
t])

join([[s], [y |

21



22 CHAPITRE 2. FONDAMENTAUX

Il est crucial de ne pas se précipiter pour écrire les membres droits. Est-
ce que des cas ont été oubliés? Non, parce qu’il y a exactement deux
arguments qui peuvent chacun étre vides ou non, ce qui fait 2-2 = 4 cas.
Nous pouvons alors préparer le canevas suivant :

9

i) )
join([]; [y[t]) =1 );
i) )
t]) ]

)

— |

Privilégions la régle qui semble la plus aisée, car il n’y a aucune obligation
de les compléter dans ’ordre d’écriture. Quand nous lisons les filtres, une
représentation mentale claire de la situation devrait surgir. Ici, il semble
que la premiére régle soit la plus facile car elle ne contient aucune variable
du tout : quelle est la pile faite de tous les éléments de la (premiére) pile
vide, suivis de tous les éléments de la (seconde) pile vide? Puisque la
pile vide, par définition, ne contient aucun élément, la réponse est la pile
vide :
join([], [1) = [
join([], [y 1t]) — 1
join([z[s],[]) =1 ;
join([z[s], [yt]) —1

Nous pourrions peut-étre nous demander si ce cas ne devrait pas étre
supprimé. En d’autres termes, est-ce un cas signifiant 7 Oui, car la des-
cription en frangais du comportement de join/2 impose que le résultat
soit toujours une pile d’éléments d’autres piles (les arguments), donc, en
I’absence d’éléments & «mettre» dans le résultat, la pile finale «reste»
vide.

Il devrait étre évident maintenant que la deuxiéme et troisiéme régle
sont symétriques, car il revient au méme d’ajouter une pile non-vide a la
droite d’une pile vide que de I'ajouter a gauche : le résultat est toujours
la pile non-vide en question.

join([], [1) = [I;
join([], [y [t]) = [y |t];
join([[s], []) = [z]s];
join([zs], [y |1]) — 1 .

La derniére régle est la plus difficile. Que révéle le motif sur le cas pré-
sent 7 Que les deux piles ne sont pas vides et, plus précisément, que le
sommet de la premiére est dénoté par la variable z, le reste (qui peut étre
vide ou non) est s, et de méme pour la seconde pile avec y et t. Est-ce que
ces briques sont suffisantes pour construire le membre droit, ¢’est-a-dire,
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le pas suivant vers la valeur finale? Nous savons que la concaténation
de deux piles p et q préserve dans le résultat 'ordre total des éléments
présents dans les deux, mais aussi 'ordre relatif des éléments de p par
rapport a ceux de ¢q. En d’autres termes, les éléments de p = [z | s] doivent
étre présents dans le résultat avant les éléments de g = [y | t] et les élé-
ments de p doivent étre dans le méme ordre que dans p (idem pour q).
Avec cet ordonnancement en téte, il est peut-étre naturel d’esquisser ce
qui suit :

join([z|s],[y|t]) = OxOs Oy It

En une réécriture, ’élément = peut-il étre placé a sa place finale, c’est-a-
dire, & une position qu’il n’a pas besoin de quitter ensuite ? La réponse
est oui : il doit étre mis au sommet du résultat.

join([z[s], [y[1]) = [z|s Oy Ot

Qu’en est-il de 'autre sommet, la variable y 7 Il devrait demeurer sur le
sommet de t :

join([z]s], [y[]) = [=]Ts O [y|¢]].

Quelle est la relation entre s et [y|t] 7 Nous pourrions étre tentés par

join(fz|sl, [y [t]) — [=[[s][y ]

qui est erroné. La raison est que, bien qu’une pile puisse étre un élément
d’une autre pile (en d’autres termes, les piles peuvent étre arbitrairement
imbriquées dans d’autres piles), s ne devrait pas étre employée comme
un élément ici, comme nous le ferions en écrivant [s|[y|¢]]. Considérons
I'exemple filé join([3, 5], [2]) : ici, le membre gauche de la régle en question
liex a3, salbl,ya2ettal], par conséquent, le membre droit supposé
[|[s|[y|t]]] est en réalité [3|[[511[21[1111, ce qui différe du résultat
[3I[51[2][111] en ce que [5] n’est pas 5.

Comment peuvent s et [y|t] étre joints ? Bien entendu, cela est le but
méme de la fonction join/2 en cours de définition. Donc, ce dont nous
avons besoin ici est un appel récursif :

join([1,[]) = [J;
join([], [y[t]) = [y t];
join([z[s], [1) = [x|s];
join([[s], [y[t]) — [z]join(s, [y [])].

Correction et complétude Il est extrémement fréquent, lors de la
conception d’une fonction, que nous nous concentrions sur un aspect,
sur une régle, et puis sur d’autres parties du code, et la forét pourrait
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alors cacher un arbre. Lorsque nous acquiescons a une définition de fonc-
tion, I'étape suivante consiste & vérifier si elle est correcte et compléte
par rapport & la compréhension que nous avions a priori de son compor-
tement.

Nous disons qu’une définition est correcte si tous les appels de fonc-
tion qui peuvent étre réécrits en une étape peuvent étre davantage ré-
écrits en le résultat attendu, et si tout appel qui échoue était bien prévu.
Par échec, nous entendons I'obtention d’une expression contenant un ap-
pel de fonction qui ne peut étre réécrit davantage.

Nous disons qu’une définition est compléte si tout appel de fonction
que nous nous attendons & étre calculable est en effet calculable. En
d’autres termes, nous devons aussi nous assurer que la définition permet
de réécrire en une valeur toute entrée que nous jugeons acceptable.

Comment vérifions-nous que la derniére définition de join/2 est cor-
recte et compléte? Si le concept de «résultat attendu» n’est pas for-
mellement défini, typiquement par des mathématiques, nous mettons en
place une revue de code et des tests. Un aspect important du passage en
revue du code consiste & vérifier & nouveau les membres gauches de la
définition et & voir si toutes les entrées possibles sont acceptées. Dans le
cas ol certaines entrées ne sont pas filtrées par les motifs, nous devons
justifier ce fait et garder une trace écrite en commentaire. Les membres
gauches de join/2 filtrent toutes les combinaisons de deux piles, qu’elles
soient vides ou non, et c’est exactement ce que nous voulions : ni plus,
ni moins. L’étape suivante est I'inspection des membres droits en nous
posant deux questions : (1) Est-ce que les membres droits sont réécrits en
le type attendu de valeur, pour tous les appels de fonctions ? (2) Est-ce
que les appels de fonctions recoivent bien le type attendu d’argument ?
Ces vérifications procédent du fait que certains langages fonctionnels,
comme Erlang, ne comportent pas d’inférence de type a la compilation.
D’autres langages fonctionnels, comme OCaml et Haskell, ont des com-
pilateurs qui établissent automatiquement ces propriétés. L’examen des
membres droits dans la définition de join/2 confirme que

— les membres droits des trois premiéres régles sont des piles conte-
nant le méme type d’éléments que les arguments;

— les arguments de 'unique appel récursif dans la derniére régle sont
des piles faites d’éléments provenant des paramétres ;

— en supposant que l'appel récursif posséde le type attendu, nous
déduisons que le membre droit de la derniére régle est une pile
constituée d’éléments des arguments.

En conclusion, nous avons répondu positivement aux deux questions ci-
dessus. Remarquons comment nous avons dii supposer que ’appel ré-
cursif avait déja le type que nous essayions d’établir pour la définition
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courante. Il n’y a rien d’erroné dans ce raisonnement, appelé inductif, et
il est méme omniprésent en mathématiques. Nous revisiterons I'induction
dans différents contextes.

L’étape suivante consiste & tester la définition. Cela signifie définir
un ensemble d’entrées qui ménent a un ensemble de résultats et d’échecs
qui sont tous attendus. Par exemple, il est attendu que join([],[]) — [],
donc nous pourrions sonder la validité de cette assertion en exécutant le
code, et I'appel de fonction en effet passe le test avec succés. Comment
choisir les entrées de facon pertinente? Il n’y a pas de régles générales,
mais des conseils sont utiles. L’un est de considérer le cas vide ou le plus
petit des cas, quelqu’en soit le sens dans le contexte de la fonction. Par
exemple, si un argument est une pile, alors il faudrait essayer la pile vide.
Si un autre argument est un entier naturel, alors essayons zéro. Un autre
conseil est d’avoir des plans de test, c’est-a-dire des appels de fonction
dont les valeurs sont connues & ’avance et qui font usage de chaque régle.
Dans le cas de join/2, il y a quatre régles a couvrir avec le plan de test.

Amélioration Une fois que nous sommes convaincus que la fonction
qui vient tout juste d’étre définie est correcte et compléte, il est souvent
utile de considérer & nouveau le code en vue d’éventuels amendements.
Il y a différentes directions possible pour apporter des améliorations sou-
vent appelées optimisations bien que leur effet ne soit pas toujours opti-
mal :

— Pouvons-nous réécrire la définition de telle sorte que tous les cas,
ou au moins certains d’entre eux, soient plus efficaces ?

— Existe-t-il une définition équivalente qui requiert moins de mémoire
dans tout ou partie des cas?

— Pouvons-nous raccourcir la définition en utilisant moins de régles
(peut-étre certaines sont inutiles ou redondantes) ou des membres
droits plus brefs ?

— Pouvons-nous employer moins de paramétres dans la définition ?
(Ceci est en relation avec I'usage de la mémoire.)

Considérons a nouveau join/2 :

join([], []) = [J;
join([], [y[t]) — [ylt);
join([z|s],[]) = [=s];
join([z|s], [y|t]) — [=]join(s, [y | ])].

et concentrons notre attention sur les deux premiéres régles, dont le point
commun est d’avoir la premiére pile vide. Il est clair maintenant que les
membres droits sont, dans les deux régles, la seconde pile, quelle soit vide
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(premiére régle) ou non (seconde régle). Par conséquent, nous n’avons pas
besoin de discriminer la structure de la seconde pile lorsque la premiére
est vide et nous pouvons alors écrire de maniére équivalente :

join([],t) — t, ou t est une pile;
join([z[s], []) = [2]s];
join([z[s], [y [t]) — [z[join(s, [y [t])].

Remarquons comment cette nouvelle définition n’affirme pas formelle-
ment que t est une pile — d’out le commentaire — donc elle n’est pas stric-
tement équivalente a la définition originelle : maintenant join([],5) — 5.
Acceptons ce compromis en préférant la concision de la derniére version
ou en supposant existence d’une inférence de types.

Considérons ensuite les deux derniéres régles et cherchons des motifs
communs. Il se trouve que, dans la pénultiéme régle, la premiére pile est
filtrée par [z |s], mais rien n’est fait avec x et s, & part reconstruire [x | s]
dans le membre droit. Ceci suggére que nous devrions simplifier la régle
comme suit :

%
%

join([],t) = ¢;
join(s,[]) — s, ou s est une pile non-vide;
join([z|sl, [y |t]) — [x[join(s, [y [¢])]-

Nous devons vérifier que changer [z | s] en s n’affecte pas le filtrage
par motifs, c’est-a-dire que les entrées qui étaient filtrées auparavant le
sont toujours maintenant. En effet, il serait possible en théorie que la
nouvelle variable s filtrat une pile vide. Pouvons-nous établir que s n’est
jamais vide ? Le membre gauche de la pénultiéme régle filtre seulement
si la régle précédente n’a pas filtré, en d’autres termes, les régles sont
essayées dans l'ordre d’écriture, soit du haut vers le bas. Par conséquent,
nous savons que s ne peut étre liée a la pile vide, parce que [] est utilisée
dans la régle précédente et le second paramétre peut étre n’importe quelle
pile. Néanmoins, comme cela s’est produit antérieurement, s n’est plus
nécessairement une pile, par exemple, join(5,[]) — 5. A nouveau, nous
ignorerons cet effet secondaire et choisirons la concisions de la derniére
définition.

Dans la derniére régle, nous observons que le second argument, filtré
par [y]|t], est simplement retransmis a 'appel récursif, donc il se révele
inutile de distinguer y et ¢, et nous pouvons avancer

join([1,6) = &5 join(s, []) = i join([z|s], 1) — [x]join(s, )]

(Est-ce que t peut étre vide ?) Ici encore, nous devons nous assurer que t
ne peut étre liée a une pile vide : elle ne peut étre vide parce que, sinon, le
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motif précédent aurait filtré ’appel. Mais, tel quel, le pénultiéme motif
est inclus dans le dernier, c’est-a-dire que toutes les données qui sont
filtrées par le pénultiéme sont aussi filtrées par le dernier, ce qui nous
ameéne & nous demander si la définition serait encore correcte si ¢ pouvait
étre liée a la pile vide, aprés tout. Etiquetons les régles comme suit :

join([1,t) &t join(s,[]) 2 s join([z|s],t) L [z]join(s, t)].

Soit s une pile contenant n éléments, ce que nous écrivons de maniére
informelle ainsi : s = [zg, z1,...,2,—1]. L'indice i dans z; est la position
de 1’élément dans la pile, le sommet se trouvant & la position 0. Alors
nous réécrivons en une étape :

join(s, []) 2 s.

Si la régle 8 avait été éliminée, nous aurions obtenu & la place :

join(s, [1) = [zoljoin([x1, . .., 2n_1],[])]
L [wo|[z1]join([x2, . ., xn—1], [])]]
= [:Eo, x1|join([x2, . ,$n,1], H)]
2 [xo, 1| [z2ljoin([z3, . . ., 2n1], [])]]
= [0, 21, x2|join([xs, . . ., zp—1],[])]
L [z, 21, - - s a_1ljoin([],[])]
% [wo, w1, - wpa|[]]
= [xo, X1, .., Tp-1]

En bref, nous avons trouvé : join(s, []) — s. Ceci signifie que la régle 3 est
inutile, puisque sa suppression nous permet d’atteindre le méme résul-
tat s, bien que plus lentement : n pas par la régle v plus 1 par la régle a,
au lieu d’un pas par la régle 8. Nous nous trouvons donc dans une si-
tuation ou la définition originelle était spécialisée pour plus d’efficacité
quand la seconde pile est vide. Si nous 6tons la régle 3, le programme
est plus court mais devient plus lent dans ce cas particulier.

Cette sorte de dilemme est assez fréquent en programmation et il n’y
a pas toujours de choix clair. Peut-étre un autre argument peut ici faire
pencher la balance du c6té de la suppression. En effet, bien que I’élimina-
tion ralentit certains appels, elle rend le nombre de réécritures plus facile
a retenir : c’est le nombre d’éléments de la premiére pile, plus 1; en par-
ticulier, la longueur du second argument n’est pas pertinente. Décidons
donc en faveur de la suppression et rebaptisons la définition finale :

cat([],t) = t;  cat([z]s],1) LA [x]cat(s,t)].
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Remarquons en passant que cat(5, []) échoue a nouveau, comme cela se
produisait dans la version originelle.

Lorsque ’on programme des applications moyennes ou grandes, il est
recommandé d’employer des variables évocatrices, comme PileDeProc,
au lieu de noms énigmatiques ou génériques, comme s. Mais, dans ce
livre, nous nous intéressons principalement aux programmes courts, pas
a I'ingénierie du logiciel, donc des variables courtes nous conviendrons
tout a fait. Néanmoins, nous devons établir et suivre une convention pour
que nous reconnaissions aisément le type des variables d’une définition a
I’autre.

Forme terminale Comme la réécriture de cat(s, []) le montre, le mem-
bre droit de la régle § de cat/2 contient un appel dont le contexte est
[z]_], out le symbole _ dénote le lieu de lappel cat(s,t). Quand tous les
membres droits d’'une définition sont soit des valeurs, ou des expressions
arithmétiques, ou des expressions constituées seulement de constructeurs
de données, ou bien encore des appels dont les arguments sont des va-
leurs, ou des expressions arithmétiques ou des constructeurs de données,
la définition est dite en forme terminale.

Nous pourrions nous demander si une variante en forme terminale
est nécessaire ou non, et nous envisagerons cette question ultérieurement.
Pour le moment, saisissons cette occasion comme un exercice de style et,
au lieu de présenter une transformation systématique, envisageons une
approche pragmatique. Dans le cas de cat/2, comme nous l’avons déclaré
plus haut, le seul contexte est [x|_] et Popérateur (|) n’est pas associatif,
c'est-a~dire que [z |[y|z]] # [[z|y]|z]. L’idée est d’ajouter un paramétre
dans lequel nous conserverons les valeurs du contexte, et quand les don-
nées initiales seront épuisées, nous reconstruirons ce contexte a partir de
ce paramétre, appelé un accumulateur. Ici, nous souhaitons une nouvelle
fonction cat/3 dont la définition a pour forme

cat([],t,u) = ______7;
cat([z|s],t,u) - 1.

Le nouveau paramétre u est ’accumulateur en question. Puisque nous
voulons y stocker des x, ce doit étre une pile. De plus, sa valeur initiale
doit étre la pile vide, sinon des éléments exogénes seraient mélés au résul-
tat. Par conséquent, la définition en forme terminale, équivalente a cat/2
et nommée catg/2, appelle cat/3 avec le paramétre supplémentaire [] :

cato(s,t) — cat(s,t,[]).
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Revenons & cat/3 et empilons x sur w :

cat([], t,u) >[I
cat([z 3], t,u) 2> cat(s, t, [z |u]).

Que contient 'accumulateur du résultat attendu ? Nous savons déja qu’il
ne peut étre un résultat partiel, parce que (|) n’est pas associatif. Donc
nous devons travailler davantage avec u et t, mais, d’abord, nous devons
comprendre ce que u contient & ce point en déroulant a plat un appel,
avec un morceau de papier et un crayon. Soit s une pile de n éléments
[x0,Z1,...,Zn—1]. Nous avons

cat(s,t,[]) 2 cat([z1, ..., zn 1,1, [x0])
— cat([zg, ..., Tn_1], 1, [21, 20])

By cat([],t, [#n 1, n_2, -, 70))

S E—

Par conséquent, u dans le membre gauche de la régle « est liée & une pile
qui contient les mémes éléments que la valeur originelle du parameétre s,
mais en ordre inverse. En d’autres termes, étant donné 'appel cat(s, t, []),
le parameétre u dans le premier motif de cat/3 représente s renversé. Que
pouvons-nous faire avec u et t de maniére a atteindre le but ? La clé est
de réaliser que la réponse dépend du contenu de u, qui, par conséquent,
a besoin d’étre filtré plus précisément : est-ce que u est vide ou non?
Ceci nous améne a séparer la régle a en ag et ag :

cat([], ¢, []) > 1;
cat([],z‘f, [x|u]) ST 1;

cat([z|s],t,u) L= cat(s,t, [x]u]).

Remarquons que les régles o et a; pourraient étre inversées, puisqu’elles
filtrent des cas complétement distincts. Le membre droit de la régle ag
est aisément deviné : ce doit étre t puisqu’il correspond au cas ot nous
voulons concaténer la pile vide et ¢ :

Cat([]7t7 H) <0 ¢
cat([], ¢, [z ]u]) > T;
cat([z|s],t,u) L= cat(s, t, [x]u]).

Comment mettons-nous en relation ¢, z et u dans la régle a; avec le
résultat que nous recherchons? Puisque cat(s,t,[]) — cat([],t, [z | u]),
nous savons que [z | u] est s retourné, donc 'élément = est le dernier
dans s et il devrait étre au-dessus de ¢ dans le résultat. Que devrions-nous
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faire avec u? La clé est de voir que nous avons besoin de recommencer
le méme processus, c¢’est-a-dire placer un appel récursif :

cat([],¢,[]) <%
cat([], ¢, [z]u]) a—1>cat([]7[$|t],U);
cat([z]s], t, )—@cat(s,t, [ |u]).

Pour mettre a I’épreuve la correction de cette définition, nous pouvons
essayer un petit exemple :

cat([1,2,3],[4,5],[]) £ cat
By cat
By cat

([2,3],[4,5], [1]
([
([
4Ly cat(]
([
([
2

27

3], [4,5],[2,

], [4,5], [32 )
J:[3,4,5], 2, 1])

< cat((], 2,3, 4, ][])

—>cat 1, 11,2, [

4,5

[7”]

En conclusion, la version de cat/2 en forme terminale, appelée caty/2,
requiert une fonction auxiliaire cat/3 avec un accumulateur dont le but
est de retourner le premier argument :

catg(s,t) 2 cat(s, t,[])
cat([],t,[]) S t;
cat([], £, [z |u]) = cat([], [=[¢], w);
cat([z|s],t,u) — cat(s,t, [z |u])

Nous savons aussi que faire quand le contexte n’est pas un appel & un
opérateur associatif : nous empilons les valeurs des variables qu’il contient
et quand la pile d’entrée est vide, nous les dépilons pour les placer dans
le contexte reconstruit que nous évaluons en dernier. Nous reviendrons
sur cette méthode.

Efficacité Le nombre d’étapes pour réécrire caty(s,t) en une valeur
est plus élevé qu’avec cat(s, t), comme nous l'avions deviné lorsque nous
avions déroulé I'exemple précédent. En effet, en supposant que s contient
n éléments, nous avons

— un pas pour obtenir cat(s,t,[]) avec la régle a;

— n pas pour retourner s sur 'accumulateur avec la régle ¢ ;

— n pas pour retourner I’accumulateur sur ¢ avec la régle ~;

— un pas quand 'accumulateur est finalement vide, avec la régle 3.
Donc, le nombre total d’étapes est 2n+2, ce qui est le double du cofit avec
la version précédente. Pourquoi cette différence entre cat/2 et caty/27?
L’opération effectuée sur 'accumulateur consiste a empiler un élément
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sur une pile qui doit étre retournée plus tard : 'accumulateur n’est pas
un résultat partiel mais une pile temporaire utilisée pour contenir les
éléments de la premiére pile en ordre inverse. Nous rencontrerons de
nombreuses occurrences de cette situation. Entre temps, nous devons
nous souvenir qu’une variante en forme terminale d’une fonction opérant
sur des piles peut conduire & un programme plus lent. Par ailleurs, la
forme terminale peut étre plus longue, comme lillustre caty/2 : quatre
régles au lieu de deux.

L’évaluation cato([1,2,3],[4,5]) — [1,2,3,4,5] vue plus haut peut
étre congue abstraitement comme un produit, ou composition, de régles :
a- 0™ - 4™. B, ou simplement ad"v" 3. Cette expression est appelée une
trace d’exécution et sa longueur est le nombre de régles CS% de catg(s, t),

sachant que la longueur d’une régle est 1, d’ou |a| = |B] = |y| = || =1,
et la longueur de la composition de deux régles est la somme de leur
longueur : |o - §] = || + |6|. Par conséquent :

€7 = [a8™y" 8] = [a] + [§7] + 17" + 18] = 1+ 18] -+ | -+ 1
=2n + 2.

Digression Reconsidérons la définition (1.2) de fact/1 page 6 :
fact(0) & 1;  fact(n) 2 n - fact(n — 1).

Par exemple, nous avons

fact(3) 5 3 - fact(3 — 1) — 3 fact(2)
5 3.2 fact(2—1)) =3-(2-fact(1))
= 3-(2-(1) =6=3!

Il est souvent plus clair de composer implicitement des opérations arith-
métiques intermédiaires (=) avec la réécriture en cours et d’écrire plus
simplement :

fact(3) 5 3 fact(2) 2 3. (2 fact(1)) = 3-(2- (1)) = 6.

Remarquons que la derniére réécriture (=) doit étre suivie par une série
de multiplications 3 - (2 - 1) parce que chaque multiplication doit étre
différée jusqu’a ce que fact(1) soit calculé. Ceci aurait pu étre anticipé
car l'appel a fact/1 dans le membre droit de la régle (=), c’est-a-dire, le
texte souligné dans

fact(n) & n - fact(n — 1)
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posséde le contexte non-vide «n * _». Pour bien comprendre pourquoi
ceci est important, examinons une série légérement plus longue :

fact(5) 2 5- fact(4)

5y 5. (4 fact(3))
= 5-(4-(3-fact(2)))
=5-(4-(3-(2-fact(1))))
=5-(4-(3-(2- (1))
Il devient clair que chaque réécriture par (i) engendre une expression

plus longue que la précédente. Concentrons-nous maintenant uniquement
sur les formes que prennent ces expressions :

fact(b)

|

\LQ I == =

Ce phénoméne suggére qu’'un grand espace, c’est-a-dire de mémoire d’or-
dinateur, est nécessaire pour conserver ces expressions avant la longue
série de calculs arithmétiques a la fin. L’exemple nous incite & induire
que le terme le plus grand apparaissant dans 1’évaluation de fact(n) est
celui juste avant (=) et sa taille semble étre proportionnelle a n, car
tous les entiers de n & 1 ont di étre stockés jusqu’au dernier moment.

Une version en forme terminale facty/1 est

factg(n) — factg(n, 1), sin > 1. facto(l,a) — a;
factg(n,a) — factg(n — 1,a - n).

Ici, par contraste avec cat/3, 'opération sur l'accumulateur est associa-
tive (une multiplication) et 'accumulateur est, a tout instant, un résultat
partiel. Au lieu de différer les multiplications, exactement une multipli-
cation est effectuée a chaque réécriture élémentaire, donc, au bout du
compte, il ne reste plus rien & faire : il n’y a aucune instance du contexte
a réactiver. Ce genre de définition est donc en forme terminale.

Notons que le coiit de factp/1 est n + 1, alors que le coit de fact/1
est n, donc, contrairement a catg/2 et cat/2, la forme terminale ici n’aug-
mente pas le coiit de fagon significative. Ceci est di & la nature des opé-
rations sur ’accumulateur, qui ne requiérent pas un retournement ou,
généralement, une inversion.
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L’appel de fonction factg(5), considéré tantot, est ainsi évalué :

facto(5) = facto(5,1), car 5 > 1,
L factg(5 —1,1-5) = facto(4, )
L facto(4 —1,5-4) = facty(3, 20)
—> facto(3 —1,20-3) = facty(2,60)
—> factp(2 — 1,60 -2) = facto(1, 120)
5 190.

La raison pour laquelle facty(5) = fact(5) est que
(((1-5)-4)-3)-2=5-(4-(3-(2-1))). (2.1)

Cette égalité tient parce qu’en général, pour tout nombre z, y et z,

1. la multiplication est associative : - (y-2) = (z-y) - 2

2. le nombre 1 est neutre par rapport & (-) :x-1=1 -2 =z.
Pour voir précisément pourquoi, écrivons (é) et (i) pour dénoter, res-
pectivement, 'usage de ’associativité et de la neutralité, puis couchons

sur le papier les égalités suivantes qui relient le membre gauche de I'éga-
lité (2.1) & démontrer & son membre droit :

(((1-5)-4)-3) -2

De plus, si nous ne voulons pas nous appuyer sur la neutralité de 1, nous
pourrions définir une autre fonction équivalente, fact;/1, qui initialise
I’accumulateur avec fact; (n —1,n), au lieu de factg(n, 1), et puis s’arréte
lorsque le nombre est 0, au lieu de 1 :

fact;(n) % fact;(n — 1,n), sin > 0. fact;(0,a) 2 a;
fact;(n,a) % fact;(n — 1,a - n).

Maintenant, le méme exemple se déroule ainsi :

fact;(5) —> fact;(5 —1,5) = fact;(4,5)
—> fact1(4 —1,5-4) = fact; (3, 20)
L fact;(3—1,20-3) = fact;(2,60)
L fact (2—1,60-2) = facty(1,120)
L fact;(1—1,120-1) = fact;(0,120)

5, 120
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Cette nouvelle version repose sur ’égalité suivante, qui peut étre démon-
trée seulement a ’aide de I’associativité : (((5-4)-3)-2)-1 = 5-(4-(3:(2-1))).

Le nombre de réécritures avec facty/1 est presque le méme qu’avec
fact/1, précisément une de plus due a la régle o. Mais la premiére présente
un avantage en termes d’usage de la mémoire, tant que ’on suppose
que tous les entiers dans un certain intervalle occupent le méme espace.
Par exemple, ceci signifie que la mémoire nécessaire pour conserver le
nombre 120 est la méme que pour le nombre 5. Alors les formes des
réécritures précédentes sont :

facto(5)

il

=l ]2 ]2 ]2 e

Il semble probable que cette version utilise un bout de mémoire constant,
alors que fact/1 requiert une quantité croissante de mémoire, proportion-
nellement & n lorsque 'on détermine n!. (Dans les sections qui suivent,
nous verrons que les arbres de syntaxe abstraite constituent un modéle
plus précis de l'allocation de mémoire.) Ce phénoméne a été prévu par
le lecteur attentif qui a remarqué qu’il n’y a pas de contexte pour les
appels dans les régles définissant facty/2, donc il n’y a pas de calculs dif-
férés qui s’accumulent jusqu’a la fin. En conclusion, facty/1 est toujours
préférable a fact/1.

La discussion précédente sur I'obtention de définitions équivalentes
qui sont en forme terminale suppose de considérer les programmes comme
une sorte de donnée. Pour l'instant, il s’agit uniquement 14 d’un point
de vue méthodologique et nous ne pouvons pas réellement manipuler
les fonctions comme des piles, par exemple. (Nous reviendrons la-dessus
ultérieurement, en discutant des fonctions d’ordre supérieur et du style
par continuations.) Nous voulons ici dire que ces définitions peuvent étre
transformées en d’autres définitions et que ceci est souvent une excel-
lente méthode, par opposition a essayer de deviner dés le départ a quoi
ressemble la définition finale. Il aurait été probablement plus difficile
d’écrire la version en forme terminale de cat/2 sans avoir d’abord congu
la version qui n’était pas en forme terminale.

En général, ce n’est pas une bonne idée de viser bille en téte une
définition en forme terminale parce qu’elle peut étre inutile ou la dé-
marche elle-méme peut étre entachée d’erreurs, puisque ces définitions
sont souvent plus complexes. Dans les sections et chapitres qui viennent,
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nous expliquerons quand une forme terminale est désirable et comment
I’obtenir en suivant une méthode systématique.

Considérons ’exemple simple qu’est la définition d’une fonction last/1
telle que last(s) calcule le dernier élément de la pile non-vide s. L’ap-
proche correcte est de laisser de coté toute forme terminale et de viser le
coeur du sujet. Nous savons que s ne peut étre vide, donc commencons
par le membre gauche suivant :

last([z|s]) - 1.

Pouvons-nous atteindre le résultat d’'un pas? Non, car nous ne savons
pas si x est I’élément recherché : nous devons en savoir plus & propos
de s. Cette information supplémentaire au sujet de la structure de s est
procurée par des motifs plus précis : s peut étre vide ou non, c’est-a-dire,
s =[] ou s = [y|t]. Nous avons alors :

last([z|[]]) - C————73;  last([z|[y|t])) > 1.
Le premier motif peut étre simplifié comme suit :
last([z]) = 1; last([z|[y|t]]) = 1.
Le premier membre droit est facile & deviner :
last([z]) — x; last([z|[y|t]]) = 1.

Dans la derniére régle, quelle relation unit z, y, ¢ et le résultat 7 Pouvons-
nous 'atteindre d’un pas ? Non, bien que nous sachions que x n’est pas le
résultat, nous ignorons toujours si y I’est, donc nous devons recommencer,
ce qui veut dire qu’un appel récursif s’'impose :

last([z]) — x; last([z]|[y|t]]) — last(C___J).

Remarquons que savoir qu'une partie de la donnée n’est pas utile a la
construction du résultat est une connaissance utile. Nous ne pouvons ap-
peler récursivement last(t) parce que t peut étre vide et 'appel échouerait
alors, signifiant que la réponse était en fait y. Par conséquent, nous de-
vons appeler avec [y |t] pour conserver la possibilité que y soit le dernier :

last([z]) — x; last([z]|[y]|t]]) — last([y|t]).

Comme nous ’avons recommandé précédemment, la phase suivante est
de tester la correction et la complétude de la définition, au moyen d’ex-
emples significatifs (couvrant des cas extrémes et toutes les régles au
moins une fois). Pour gagner du temps ici, nous supposerons néanmoins



36 CHAPITRE 2. FONDAMENTAUX

que last/1 est correcte et compléte. L’étape suivante est alors de tenter
de 'améliorer. Cherchons des motifs communs aux deux membres d’une
méme régle et examinons s’ils peuvent étre évités. Par exemple, nous
pouvons observer que [y |t] est utilisé comme un tout, en d’autres termes,
y et t ne sont pas utilisées séparément dans le second membre droit. Par
conséquent, il vaut la peine de revenir sur nos pas et de remplacer le
motif par un plus général, dans ce cas s = [y|t].

last([z]) — x; last([z]s]) — last(s).

Cette transformation est correcte parce que le cas oul s est vide a déja
été filtré par le premier motif. Remarquons d’ailleurs que nous venons de
penser une définition comme une sorte de donnée. (Nous devrions dire
plus pertinemment métadonnée, puisque les définitions ne sont pas des
données qui sont I'objet d’un traitement dans le programme, mais par le
programmeur.) En passant, last/1 est en forme terminale.

Et si nous avions essayé de trouver directement une définition en
forme terminale ? Nous pourrions nous étre souvenu que de telles défi-
nitions font souvent usage d’un accumulateur et nous aurions peut-étre
esquissé ce qui suit :

lasto(s) — lasty(s,0). last1([],y) = y; lasti([z]s],y) — lasti(s,z).

La premiére observation pourrait étre a propos du nom de fonction last;.
Pourquoi ne pas écrire comme suit, dans le style habituel jusqu’a main-
tenant :

lasto(s) — lasty(s, 0). lasto([],y) — y; lasto([z]s],y) — lasty(s, x).

Il n’y aurait pas de confusion entre lastg/1 et lasty/2 parce que, chacune
recevant un nombre différent d’arguments, elles sont logiquement diffé-
rentes. La raison pour laquelle nous recommandons la distinction de nom
et en général un nom unique par fonction, est que cette discipline permet
au compilateur de repérer l'erreur consistant en I'oubli d’un argument.
Par exemple, le programme

lasto(s) — lastg(s, 0). lasto([],y) — y; lasto([z]s],y) — lasty(s).
contient une erreur qui n’est pas détectée, alors que
lasto(s) — lasty (s, 0). last1([],y) = y; lasti([z]s],y) — lasti(s).

est identifié comme erroné. Toutefois, dans ce livre, pour des raisons di-
dactiques, nous ne nous plierons pas toujours a cette recommendation



2.1. CONCATENATION 37

d’unicité des noms de fonction. La possibilité d’employer le méme nom
pour différentes fonctions qui peuvent par ailleurs étre distinguées par
leur nombre d’arguments est appelée surcharge. La surcharge de fonc-
tions dans un langage de programmation comme C++ est permise, mais
les régles pour distinguer les différentes fonctions de méme nom sont
différentes que celles d’Erlang, car elles tiennent compte du type des ar-
guments, en plus de leur nombre.

En calculant Iappel lasto([1, 2, 3]) avec la définition originelle, nous
voyons que les trois régles sont couvertes jusqu’a ce que le résultat, 3, soit
atteint. Etant donné que nous avions recommandé auparavant des tests
aux limites et que 'argument est une pile, nous essayons la pile vide et
obtenons ’évaluation lasty([]) — lasti([],0) — 0, ce qui est inattendu,
car ce test aurait di échouer (last/1 n’est pas définie pour la pile vide).
Pouvons-nous remédier & cela?

Changeons simplement le membre gauche de lastg/1 de telle sorte
que seules les piles non-vides soient filtrées. Nous nous trouvons face a
un cas ol plus d’information sur la structure de la donnée est nécessaire
et une variable constitue un motif trop général. Au lieu de cela, nous
avons besoin de

lasto([z | s]) — lasto([x] s], 0). lasto([],y) — v;
lasto([x | s],y) — lasto(s, x).

Cet amendement semble aller contre I'amélioration que nous avions effec-
tuée tantot, quand nous avions remplacé [y |t] par s, mais ce n’est pas le
cas : ici, nous voulons exclure des données ; en termes plus généraux, nous
ne recherchons pas une fonction équivalente, alors que précédemment le
but était de simplifier et d’obtenir une fonction équivalente.

La définition de lasty/1 est correcte et compléte mais un examen
attentif devrait éveiller quelques soupcons quant & sa réelle simplicité.
Par exemple, la valeur initiale de I’accumulateur, donnée dans 1'unique
membre droit de lastg/1 est 0, mais ce nombre n’est jamais utilisé et il
est immédiatement écarté dans le second membre droit de lastg/2. En
effet, nous pourrions écrire la définition équivalente suivante :

lasty ([x]s]) — lasty ([z]s], 7). last1([],y) — v;
lasty ([ | s],y) — lasti(s,x).

La valeur initiale de I'accumulateur ici n’a méme pas besoin d’étre un
entier, ce pourrait étre n’importe quel type de valeur, telle que [4, []]. Ceci
est le signe que nous devrions abandonner cette inextricable définition,
qui est le produit d’'une méthode qui ne considére pas les programmes
comme des données et est fondée sur I’assomption que les définitions en
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forme terminale requiérent souvent un accumulateur : en général, ce n’est
pas le cas.

Prenons par exemple l'identité polymorphe : id(z) — z. Elle est tri-
vialement en forme terminale. En passant, la forme terminale n’a rien
a voir avec la récursivité, malgré I'occurrence fréquente de la malencon-
treuse locution «fonction récursive terminale». Une définition récursive
peut étre en forme terminale, mais une définition en forme terminale
peut ne pas étre récursive.

2.2 Retournement

Involution Il est parfois nécessaire de concevoir un lemme pour faire
aboutir une preuve. Considérons la définition d’une fonction revy/1 qui
retourne une pile :

cat([],t)
cat([x|s],t)

Une évaluation est donnée en exemple avec des arbres de syntaxe abs-
traite a la FIGURE 2.1. Soit Inv(s) la propriété revg(revo(s)) = s, c’est-a-
dire que la fonction revy/1 est une involution. Pour prouver Vs € S.Inv(s),
le principe d’induction sur la structure de s exige que nous établissions

— la base Inv([]);

— le pas inductif Vs € S.Inv(s) = Va € T.Inv([x|s]).
La base est vite trouvée : revg(revo([])) = revo([]) = []. L’hypothése
d’induction est Inv(s) et nous voulons prouver Inv([x |s]), pour tout x. Si
nous débutons frontalement : revg(revy([z | s])) LN revo(cat(revo(s), [z])),
nous sommes coincés. Mais le terme a réécrire implique a la fois revy/1 et
cat/2, ce qui nous incite & concevoir un lemme ol le schéma de I'obstacle
cat(revp(...),...) est présent et est équivalent a un terme plus simple.

Posons CatRev(s,t) pour dire cat(revp(t),revo(s)) = revp(cat(s,t)).
De fagon a prouver cette propriété par induction sur la structure de s,
nous avons besoin d’établir, pour tout ¢,

— la base CatRev([],1);

— le pas inductif Vs, t € S.CatRev(s,t) = Vo € T.CatRev([x|s],1).
La base est presque a portée de main :

t; revo([]) = [1;

o
B, [x|cat(s,t)]. revo([z]s]) = cat(revp(s), [z]).

revo(cat([],1)) < revg(t) «~ cat(revo(t),[]) <= cat(revo(t), revo([])).

La part manquante est trouvée en montrant que («~) est en fait (=).
Soit CatNil(s) la propriété cat(s,[]) = s. Pour la prouver par induc-
tion sur la structure de s, nous devons prouver

— la base CatNil([]);
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FIGURE 2.1 — revy([3,2,1]) — [1, 2, 3]

— le pas inductif Vs € S.CatNil(s) = Va € T.CatNil([z] s]).
La base est facile, puisque cat([],[]) = []. Le pas inductif, quant a lui,
n’est pas compliqué non plus : cat([z|s],[]) EN [z|cat(s,[])] = [x]s], on
I’équivalence est ’hypothése d’induction CatNil(s). O

Remarquons qu’a la place nous aurions pu prouver cat(s,[]) — s,
pour toute valeur s. La différence est que CatNil(s) est vraie méme si s
n’est pas une valeur, puisque tout ce que nous avons & faire est remplacer
cat(z | ),[]) 2 [x | cat(s,[])] par cat([x | s],[]) =p [v | cat(s, [])]. Ce
principe sera avéré dans toutes nos preuves : nous supposerons que toute
variable dénote une valeur et, sinon, nous changeons simplement (ﬂ) en
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(=3), pour toutes les régles 5 dans la preuve. Notre hypothése améliore
peut-étre la lisibilité.

En supposant CatRev(s,t

~—

, nous devons établir Vo € T.CatRev([z|s],?) :

cat(revq(t), revo([z]s])) 5 cat(revy(t), cat(revo(s), [x]))
= cat(cat(revg(t),revo(s)),[z])  (CatAssoc)
= cat(revg(cat(s, t)), [z]) (CatRev(s, 1))
% revo([x | cat(s, t)])
< revp(cat([z]s],1)). O
Reprenons notre preuve de Inv([z]s]) :
revg(revo([z]s])) 9 re vo(cat(revo(s), [z]))
= cat(revo([z]), revo(revp(s))) (CatRev(revo(s), [z]))
= cat(revo([z]), s) (Inv(s))
3, cat(cat(revo([ ), [2]), 5
2y cat(cat([], [z]), s)
% cat([z], s)
% [ cat([], )]
— [x]s]. O

Equivalence 1l se pourrait que nous ayons deux définitions d’une
méme fonction mais qui différent en termes de complexité ou d’effica-
cité. Par exemple, nous avons donné une définition intuitive de revy/1
ol, & la régle 9, ’élément x, qui est au sommet de la pile donnée, est
placé au bas de la pile construite. Malheureusement, cette définition est
inefficace du point de vue des calculs, c’est-a-dire qu’elle conduit & un
grand nombre de réécritures par rapport a la taille de I’entrée.
Supposons que nous ayons aussi une définition efficace pour le re-

tournement de piles, nommeée rev/1, qui dépend d’une fonction auxiliaire
rcat/2 (anglais, reverse and catenate) :

rev(s) = rcat(s, []). rcat([], ) S ¢ rcat([z|s],t) & rcat(s, [z|t]). (2.2)

Un paramétre additionnel introduit par rcat/2 accumule des résultats
partiels, et est donc appelé un accumulateur. Nous pouvons le voir a
I’ccuvre & la FIGURE 2.2 page ci-contre.

Prouvons EqRev(s): revy(s) = rev(s) par induction structurelle sur s,
c’est-a-dire

— la base EqRev([]),
— le pas inductif Vs € S.EqRev(s) = Vx € T.EqRev([z|s]).
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FIGURE 2.2 — rev([3,2,1]) — [1,2, 3]

La base est aisée : revo([]) = [] & rcat([],[]) <= rev([]). Pour le pas in-

ductif, réécrivons revg([z | s]) et rev([z]s]) de telle sorte qu’ils convergent :

revo([z]s]) & cat(revo(s), [x])
= cat(rev(s), [z]) (EqRev(s))
e~ rcat(s, [z] (& déterminer)
<— rcat([z|s], [])
< rev([z]s]).

La partie manquante est trouvée en montrant que («~) est (=) de la
fagon suivante.

Soit RevCat(s,t) la propriété rcat(s,t) = cat(rev(s),t). L’induction
sur la structure de s demande alors les preuves

— de la base Vt € S.RevCat([], 1),

— du pas inductif Vs, t € S.RevCat(s,t) = Vo € T. RevCat([ |s],t).
D’abord, reat([],£) < ¢ < cat([], ¢) < cat(rcat([],[]),) <= cat(rev([]), ).
Supposons Vs, t € S.RevCat(s,t) et prouvons Vz € T.RevCat([z]s],t) :

rcat([z]s],t) = rcat(s, [x|t])

= cat(rev(s), [ |{] (RevCat(s, [z]t]))
<E cat(rev(s), [x]|cat([],?)])

<— cat(rev(s), cat([z], t))

= cat(cat(rev(s), [z]),t) (CatAssoc(rev(s), [z],t))
= cat(rcat(s, [z]), 1) (RevCat(s, [z]))
& cat(reat([z|s], []), 1)

< cat(rev([z]s]),t). O

Finalement, nous avons prouvé Vs.EqRev(s), c’est-a-dire rev/1 = revg/1.
O

Couit La définition de revp/1 méne directement aux récurrences

C(r)eVo — 1’ Cl::iv? =1 4 Crevo + Ccat C]T:VO + k + 2’
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parce que la longueur de revg(s) est k si la longueur de s est k, et nous
savons déja que Cf* =k + 1 (page 9). Nous avons

n—1 n—1 n—1l
DGR -G = G =Y (kD) =24 3k
k=0 k=0 k=0

La somme restante est un classique de l'algébre :

n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
2.y k=>» k+)» k=Y k+>» (n—k—1)=n(n—-1).
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
Par conséquent,
— n(n —1)
d k=—r—, (2.3)
2
k=0
et nous pouvons finalement conclure
1 3 1
C;Levo = 5”2 + in + 1~ 5712.

Une autre maniére d’atteindre ce résultat est d’induire une trace d’éva-
luation. Une trace est une composition de régles de réécriture, notée
selon 1'usage conventionnel de la multiplication. D’aprés la FIGURE 2.1
page 39, nous déduisons la trace 7,0 de I’évaluation de revg(s), ou n est
la longueur de s :

n—1
Tie0 = 8ya(Ba) ... (5" a) = 6"y ]| e
k=0

Si nous notons |7,°°| la longueur de 7,/¢°, c¢’est-a-dire, le nombre d’ap-
plications de régles quelle contient, nous nous attendons & obtenir les
équations |z| = 1, pour une régle z, et |z - y| = |z| + |y|, pour des régles
x et y. Par définition du coiit, nous avons

n—1 n—1
Cie = [Te0| = |7 [] 85| = 167] + |85l
k=0 k=0
n—1 n+1 1 3
= 1 1) = 1 =24+ 2nl.
(n+ )+kzzo(k+ )= (n+ )+;k sl ont

La raison de cette inefficacité se trouve dans le fait que la régle ¢
produit une série d’appels a cat/2 qui se conforment au schéma suivant :

revo(s) — cat(cat(...cat([], [zn]), ..., [x2]), [z1]), (2.4)
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ou s = [r1,x2,...,xy,]. Le cout de tous ces appels & cat/2 est donc

1+24-+(n—1)=1in(n-1)~ in?

parce que le cott de cat(s,t) est 1+ len(s), ou
len([]) % 0;  len(z|s]) 2 1+ len(s). (2.5)

Le probléme n’est pas le recours a cat/2, mais le fait que les appels sont
imbriqués de la fagon la plus défavorable. En effet, si I'associativité de
cat/2, prouvée a la page 13, dit bien cat(cat(s,t),u) = cat(s,cat(t,u)),
les coiits des deux membres différent. Soit C[f(x)] le cott de l'appel
f(z). Suit alors C[cat(cat(s,t),u)] = (len(s) + 1) + (len(cat(s,t)) + 1) =
(len(s) + 1) + (len(s) + len(t) + 1) = 2 - len(s) + len(t) 4+ 2, en usant de
LenCat(s,t): len(cat(s,t)) = len(s) + len(t); mais C[cat(s, cat(t,u))] =
(len(t) +1) 4 (len(s) + 1) = len(s) + len(t) 4 2, c’est-a-dire

Cllcat(cat(s,t),u)] = len(s) + C[cat(s, cat(t,u))]. (2.6)

Les éléments de s sont donc traversés deux fois, alors qu’une seule visite
suffirait.

Encore une autre maniére de déterminer le coiit de revg/1 consiste a
deviner d’abord qu’il est quadratique, c’est-a-dire, C'®0 = an?-+bn+c, ol
a, b et ¢ sont des inconnues. Puisqu’il y a trois coeflicients, nous n’avons
besoin que de trois valeurs de C/*¥° pour les déterminer, par exemple,
en produisant quelques traces, nous trouvons Cy° = 1, Ci™° = 3 et
C5"® = 6, donc nous pouvons résoudre le systéme d’équations linéaires :

C=c=1, ™ =a+bt+c=3 C=a-22+b-2+c=6.

Nous tirons a = b, b= 3/ et ¢ = 1, c’est-a-dire C[&0 = (n? + 3n +2)/2.
Etant donné que ’hypothése du comportement quadratique pourrait étre
fausse, il est alors crucial d’essayer d’autre valeurs dans la formule nou-
vellement obtenue, par exemple C}™° = (4+ 1)(4+4 2)/2 = 15, et ensuite
comparer le résultat avec le cotut de revy([1,2,3,4]), par exemple. Dans
ce cas, le contenu de la pile n’est pas significatif, seule sa longueur im-
porte. Aprés avoir trouvé la formule pour le cotit en utilisant la méthode
empirique ci-dessus, il est nécessaire de 1’établir pour toutes les valeurs
de n. Puisque les équations originelles sont récurrentes, la méthode de
choix est I'induction. Soit Quad(n) la propriété C'&o = (n? + 3n + 2)/2.
Nous l'avons déja vérifiée pour de petites valeurs n = 0,1, 2. Supposons
alors qu’elle est valide pour une valeur de la variable n (hypothése d’in-
duction) et prouvons Quad(n + 1) (pas inductif). Nous savons déja que
Crll = C¥o 4+ n + 2. L’hypothése d’induction implique alors

CrYS =’ +3n+2)/2+n+2=(n+1)>+3(n+1)+2)/2,
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ce qui n’est autre que Quad(n + 1). Conséquemment, le principe d’in-
duction dit que le cotlit que nous avons déterminé expérimentalement est
toujours correct.

Pour déduire le cott de rev/1, il suffit de remarquer que le premier
argument de rcat/2 décroit strictement a chaque réécriture, donc toute
trace d’évaluation a la forme en™(, d’ou CI¥¥ = |en™(| = n + 2. Le cott
est linéaire, donc rev/1 doit étre utilisée & la place de revy/1 en toutes
circonstances.

Exercises
1. Prouvez LenRev(s): len(revy(s)) = len(s).
2. Prouvez LenCat(s,t): len(cat(s,t)) = len(s) + len(t).

3. Qu’est-ce qui ne va pas dans la preuve de I'involution de rev/1 a la
section 3.4.9 du livre de Cousineau et Mauny (1998) ?

2.3 Filtrage de pile

Nous étudions ici comment recopier une pile donnée tout en ignorant
un élément donné. |La progression est volontairement trés lente.|

Premiére occurrence Supposons que sfst(s, z) (anglais, skip the first
occurrence) calcule une pile identique a s mais sans la premiére occur-
rence de x, en commencant au sommet. En particulier, si x est absent
de s, alors la valeur de ’appel est identique a s. Ceci est notre spécifica-
tion. Par exemple, nous nous attendons aux évaluations suivantes :

sfst([],3) = [J;
sfst([], []) = [I;
sfst([3, (11, [5,2]) — [3, []];
sfst([[], [1,2],4, [1,4],4) = [[], [1, 2], [}, 4];
sfst([4, [1, 2], [], [}, 4], []) = [4, 1, 2], ], 4]

Premier essai Tentons une approche directe. En particulier, parvenu
& ce point, il est important de ne pas chercher une définition en forme ter-
minale. La forme terminale doit étre considérée comme une optimisation
et optimiser précocement est ouvrir la jarre de Pandore. La premiére
idée qui pourrait venir a l’esprit est de définir une fonction auxiliaire
mem/2 telle que 'appel mem(s, x) vérifie si un élément = donné est dans
une pile s donnée, parce que la notion d’appartenance est implicite dans
la formulation de la spécification. Mais deux problémes surgissent alors.
D’abord, quel serait le résultat d’une telle fonction ? Ensuite, quel serait
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son cott ? A des fins didactiques, poursuivons sur cette piste pour voir ot
elle nous méne. Une pile peut étre vide ou non, donc nous commengons
avec deux régles :

mem([],z) = 1; mem(y|s],z) - [___7J.

Nous avons introduit une variable y, distincte de la variable xz. Deux
variables différentes peuvent (ou non) dénoter la méme valeur, mais deux
occurrences de la méme variable dénotent toujours la méme valeur. Si
nous avions écrit

mem([],z) = 1; mem([z|s],z) = [___ 1.

un cas aurait manqué, & savoir quand le sommet de la pile n’est pas
I’élément recherché, par exemple, mem(3, [4]) échouerait faute de motif
filtrant. Maintenant, quel est le premier membre droit ? Le premier motif
est filtrant seulement si la pile est vide. En particulier, cela signifie que
I’élément n’est pas dans la pile, puisque, par définition, une pile vide ne
contient rien. Comment exprimer cela? Etant donné que le probléme de
départ passe ce cas sous silence, il est dit sous-spécifié. Nous pourrions
peut-étre penser que zéro serait un moyen de dénoter ’absence d’un
élément :

mem([],z) = 0; mem([y|s],z) = ___].

Mais ceci serait une erreur parce qu’il n’y a pas de relation naturelle et
nécessaire entre le concept de vacuité et le nombre zéro. Zéro est compris
algébriquement comme le nombre noté 0 tel que 04+n =n+0 = n, pour
tout nombre n. Essayons alors la pile vide :

mem([],z) = [J;  mem([y|s], ) - .

L’étape suivante est de trouver un moyen de comparer concrétement la
valeur de = & la valeur de y. Nous pouvons pour cela faire usage de la
régle ci-dessus & propos des variables : deux occurrences de la méme
variable signifient qu’elles ont la méme valeur. Par conséquent,

mem([],z) = [|; mem([z|s],z) - [___ 1.

n’était pas si mauvais, aprés tout ? Certes, mais nous savons a présent
qu’un cas est manquant, donc ajoutons-le a la fin, ot x # y :

mem([],z) = []; mem([z|s],z) =T mem([y|s],z) = [___1.

A présent, quel est le second membre droit ? Il est évalué lorsque I’élément
recherché se trouve au sommet de la pile courante. Comment exprimer
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cela? Nous pourrions finir avec ’élément lui-méme, la justification étant
que si le résultat est la pile vide, alors ’élément n’est pas dans la pile
originelle, sinon le résultat est I’élément lui-méme :

mem([],z) = []; mem([z]|s],z) = x; mem([y|s],z) = [__1.

Le dernier membre droit est facile a deviner car il concerne le cas ou le
sommet de la pile (y) n’est pas I’élément recherché (z), donc un appel
récursif qui laisse de c6té y s’impose :

mem([],2) — []; mem([z]|s],z) — x; mem([y|s],x) — mem(s,x).

Quelques tests devraient accroitre la confiance en la correction et la
complétude de cette définition par rapport a sa spécification. Etiquetons
les régles au préalable :

mem([],z) < []; mem([z|s],z) L 2; mem([y|s],z) & mem(s, ).

Nous pourrions alors éprouver les cas suivants :

mem([].3) = []. .
mem([1],3) = mem({],3) =[],
mem([1,3,2],3) = mem([3,2],3) & 3

Le programme semble marcher : ’élément = est dans la pile s si le ré-
sultat est x, sinon nous obtenons []. Toutefois, cette fonction n’est pas
correcte. L’assomption cachée et incorrecte est qu’«un élément ne peut
étre une pile», malgré les contre-exemples donnés au début pour illustrer
le comportement attendu de sfst/2. En particulier, un élément peut étre
la pile vide et cela cause une ambiguité avec notre définition de mem/2 :

mem([], 1) = [] <= mem([[]}, )

Il n’est pas possible de discriminer les deux cas, le premier signifiant
absence de I’élément et le second présence, car tous deux terminent avec
la pile vide. En fait, nous aurions dii distinguer deux constructeurs pour
dénoter «l’élément est présenty et «I’élément est absent.» Par exemple,

mem([], z) < false();
mem([z]s], ) %) true();
mem([y| s], ) = mem(s, x)

Mais, pour l'instant, rebroussons chemin et demandons-nous & nouveau
si 'usage de mem/2 est vraiment une bonne idée.
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Meilleure approche Supposons que la pile donnée contienne 1’élé-
ment au fond. L’emploi de mem/2 pour le trouver revient a effectuer
une traversée compléte de la pile. Ensuite, un autre parcours depuis le
sommet est nécessaire pour recopier la pile sans son dernier élément. Au
total, deux visites complétes sont accomplies.

Une meilleure idée consiste a entrelacer ces deux passes en une seule,
car le probléme surgit du fait que mem/2 oublie les éléments qui ne sont
pas celui qui l'intéresse, donc, aprés avoir trouvé ce dernier ou conclu
a son absence, elle ne peut reconstruire la pile résultante. Par entrela-
cement, nous entendons que, durant la traversée, les concepts d’appar-
tenance et de recopie sont combinés, au lieu d’étre mis en ceuvre en
séquence avec deux appels de fonction. Nous avons rencontré une situa-
tion similaire lors de la conception de la fonction qui retourne une pile :
revg, qui appelle cat/2, est bien plus lente que rev/1, qui utilise une pile
auxiliaire.

Ici, l'algorithme consiste & mémoriser tous les éléments rencontrés
et, si I’élément demandé n’est pas trouvé, la pile finale est construite a
partir d’eux; si ’élément est trouvé, la pile est aussi construite & partir
d’eux mais aussi des éléments restants. Il y a d’habitude deux maniéres
de conserver les éléments visités : soit dans un paramétre d’accumula-
tion, appelé accumulateur, soit dans le contexte d’appels récursifs. Pour
Iinstant, il faut se souvenir d’un conseil cardinal : ne pas rechercher a
concevoir une définition en forme terminale, mais préférer a la place une
approche directe. Bien entendu, dans des cas simples, une approche di-
recte peut étre en forme terminale, mais notre point de vue est méthodo-
logique : ignorons a priori tout souci de forme terminale. Par conséquent,
utilisons le contexte d’un appel récursif pour mémoriser les éléments com-
parés. Une pile étant vide ou non, il est naturel de commencer avec

sfst([],z) = ______1;
sfst([y|s],z) = _____1.

Tout comme nous avons tenté avec mem/2, nous devons distinguer le
cas ol x est identique & y :

sfst([],z) = _____1;
sfst([z]s],2) = 1;
sfst([y|s],z) = ______1.

Cette méthode est une recherche linéaire : les éléments dans la pile
sont comparés un par un a z, en commencant par le sommet, jusqu’a
atteindre le fond ou un élément égal & x. Puisque nous savons que la der-
niére régle gére le cas oll  # ¥, nous devons mémoriser y et continuer a
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comparer x avec les éléments restant dans s. C’est ici que ’appel récursif
avec le contexte [y|._] est mis en place :

sfst([],z) = ______1;
sfst([z]s],x) = 1;
sfst([y | s], z) — [y|sfst(s, z)].

Il nous faut remarquer que la position de y dans le résultat est la méme
que dans 'entrée (le sommet).

La deuxiéme régle correspond au cas ou ’élément = recherché est le
sommet de la pile courante, qui est une sous-pile de la pile initiale. Une
pile faite d’élément successifs depuis le sommet de la pile d’entrée est ap-
pelée un préfixe de celle-ci. Quand une pile est une sous-pile d’'une autre,
c’est-a-dire qu’elle est composée d’éléments successifs jusqu’au fond de
lautre, elle est un suffize. Nous savons que = dans [z |s] est la premiére
occurrence de = dans la pile originelle (celle du premier appel), parce
que nous ne traiterions pas ce cas encore : la spécification dit bien que la
premiére occurrence doit étre absente du résultat ; puisque cette occur-
rence est, a l'instant courant, le sommet d’un suffixe, nous n’avons qu’a
terminer avec s, que nous ne visitons pas :

sfst([],z) = _____1;
sfst([z|s],x) — s;
sfst([y | s], z) — [y|sfst(s, z)].

La premiére régle gére le cas oli nous avons traversé toute la pile donnée
(jusqu’a []) sans trouver z. Ainsi le résultat est simplement la pile vide
car la pile vide sans x est toujours la pile vide :

sfst([], ) — [];  sfst([z]s],z) — s; sfst([y|s],z) — [y|sfst(s,z)].

Effectuons quelques tests maintenant et, pour éviter des erreurs, il
est commode d’étiqueter les régles avec des lettres grecques :

sfst([],2) & []; sfst([z|s],z) 5 s: sfst([y|s],z) = [y]sfst(s, 2)].

Remarquons 1’égalité implicite dans les régles non-linéaires comme ¢ ; en
d’autre termes, le cotit d’'une telle comparaison est 0 dans notre modéle.
Notons aussi qu’il est crucial d’écrire la régle ¢ avant x, sinon ¢ serait
inutile (code mort) car nous pourrions alors avoir y = x dans x. Voici un
exemple d’une recherche qui trouve son objet :

sfst([3,0,1,2],1) = [3]sfst(]0,1,2],1)] = [3,0]sfst([1,2],1)] = [3,0,2].
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Maintenant un exemple d’une recherche infructueuse :
sfst([3,0],4) = [3]sfst([0],4)] = [3,0]sfst([],4)] 4 [3,0].

Des exemples plus compliqués, page 44, donnent :

sfst([4, [1, 2], ], (], 4], []) 7 [4)sfst([[1, 2], [], ], 4], [])]
= [4[[[L, 2][stst([[], [],4], [D]]
= [4,[L,2]Isfst([[], [], 4], [])]
= [4,[1,2][[], 4]
= [47 [172]’[]’4]'

sfst([3, 1], [5,2]) = [3[sfst([[]], [, 2])]

[ ;
BIl[Isfst([], [5, 2])]]
[3, []Istst({], 5, 2])]
3, {111}

= [

Lorsque nous sommes convaincus que notre définition est correcte et
compléte par rapport a la spécification, il reste encore quelque chose qui
vaut la peine d’étre mis a ’épreuve : ce qui se produit pour des entrées
qui ne sont pas attendues par la spécification. Cette derniére dit ici que
le second argument de sfst/2 est une pile. Que se passerait-il si nous
fournissions un entier a la place ? Par exemple, nous avons sfst(3,[]) —.
C’est un échec de filtrage, c’est-a-dire que les réécritures sont bloquées,
ce qui signifie que notre définition n’est pas robuste, en d’autres termes,
elle échoue brutalement sur des données non-spécifiées.

Lorsque, comme ici, nous programmons & petite échelle, la robustesse
n’est usuellement pas un souci, car nous nous concentrons sur ’appren-
tissage d’'un langage par de simples algorithmes, mais lorsque nous dé-
veloppons de grandes applications, nous devons prendre soin de rendre
le code robuste en détectant et signalant les erreurs. Remarquons aussi
qu’un programme peut étre complet mais pas robuste parce que la com-
plétude est relative & ce qui est spécifié du comportement (toute entrée
valide doit étre acceptée et ne pas conduire & une erreur), alors que la
robustesse est relative a ce qui n’est pas spécifié.

Ces considérations sont semblables a la discussion des mérites et fai-
blesses des langages de script, dont les sémantiques font leur possible
pour ignorer les erreurs en recourant a des valeurs spéciales par dé-
faut (telle la chaine vide) pour ne pas interrompre ’évaluation. Dans le
contexte de notre langage fonctionnel abstrait, nous pouvons employer
un constructeur de données, c’est-a-dire une fonction sans régles de ré-
écriture, comme error(), pour rapporter une erreur ou notifier une infor-
mation sur les arguments. Par exemple, voici une fonction qui distingue
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entre les piles et les autres valeurs en argument :

is_a_stack([]) — yes();
is_a_stack([z|s]) — yes();
is_a_stack(s) — no().

Les constructeurs de données sont pratiques pour avertir d’'une erreur
parce qu’ils sont comme des identificateurs uniques, donc ils ne peuvent
étre confondus avec les autres données que la fonction calcule et peuvent
étre aisément détectés par 'appelant. Par exemple, voici une version
robuste de sfst/2 qui discrimine les erreurs :

sfst([], z) = [J;
sfst([z ] s], z) — s;
sfst([y | s], z) — [y|sfst(s, z)];

sfst(s, z) — error().

Ainsi, une fonction appelant sfst/2 peut faire la différence entre une ré-
écriture normale et une erreur en inscrivant un constructeur de données
dans un motif :

caller(s, z) — check(sfst(s, z)).
check(error()) = [ 1;
check(r) = _1.

Cotit Le cott C3% de sfst(s, x), oit n est la longueur de s, dépend de la
présence de 2 dans s. Si absent, la trace est £™0, donc C*t = |k"0| = n+1.
Si présent, le colit dépend de la position de x dans s. Posons que la
position du sommet de s est 0 et que x se trouve a la position j. Nous
avons alors Cfisjt = |k71| = j + 1. Si nous ajoutons la convention que la
position n (ou plus grand) est synonyme d’absence, alors nous pouvons
utiliser la derniére formule pour les deux cas.

Selon cette méme convention, le cotit minimum Bt est la valeur
minimum de Cffsjt, pour des valeurs de j allant de 0 & n, par conséquent
Bt = CSfSt =1, ce qui veut dire que I’élément se trouve au sommet, et,
::Cﬁi =

par duahte, le colit maximum est W,?LfSt n + 1, ce qui advient

quand 1’élément est absent. Le colit moyen AffSt d’une recherche positive
(qui atteint I’élément recherché) suppose que j peut prendre toutes les
positions dans la pile :

n—1 n—1 n

1 1 1 n+1 n
sfst __ sfst __ . _ L

§=0 j=0 =0
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sfst i> (] sfst = sfst = |
/ \ /7 \ 7\ \
1 = | = |z sfst
/ \ / \
T S y s

FIGURE 2.3 — Graphe orienté sans circuit pour sfst/2

par I’équation (2.3) page 42.

Notons que la régle x implique la création d’un neeud (), que nous
appelons neud d’empilage, comme on peut le voir & la FIGURE 2.3. Ainsi,
alors que le contenu de la nouvelle pile est partagé avec la pile originelle,
7 noeuds sont alloués si x se trouve a la position j dans s. Le pire des cas
se présente donc lorsque z est absent, de telle sorte que n nceuds sont
requis, tous inutiles parce que, dans ce cas, sfst(s,z) = s. Pour éviter
cette situation, une autre définition de sfst/2 doit étre congue, une qui
se défasse de tous les nceuds construits et référence directement la pile
donnée quand zx est absent.

Le point crucial est exprimé par la construction [y|_] de la régle &,
appelée le contexte de I'appel sfst(s, x), que nous désirons seulement si
est présent. Pour résoudre ces exigences contradictoires, nous choisis-
sons d’dter le contexte et de ranger I'information qu’il contient (y) dans
I’accumulateur d’une nouvelle régle £, dérivée de x. Nous utilisons 'ac-
cumulateur dans une nouvelle régle v déduite de ¢. La nouvelle version
de sfst/2 est appelée sfstg/2 et est montrée dans la FIGURE 2.4.

Bien entendu, alors que dans ¢ nous avons simplement référencé s,
la construction correspondante au contexte manquant de x doit étre ef-
fectuée par v. Par ailleurs, nous devons ajouter un nouvel argument qui
pointe vers la pile originelle, de facon & pouvoir 'utiliser dans une nou-
velle régle u, généralisant 6 & toutes les piles. Remarquons les formes
des membres droits : chacun est soit une valeur (¢ et p) ou un appel
de fonction dont les arguments sont des valeurs. En d’autres termes, au-
cun appel n’a de contexte. Une définition satisfaisant une telle propriété
syntaxique est dite en forme terminale. Intuitivement, la conséquence

rcat([], ¢) <, t; sfst([], x, t, u) £ u;
rcat([x|s],t) - rcat(s, [z |t]).  sfst([z]s], =, t,u) = rcat(t, s);
sfsto (s, x) A sfst(s, z,[],s). sfst([y|s],z,t,u) &, sfst(s, z, [y|t], u).

FIGURE 2.4 — Oter la premiére occurrence avec partage maximum
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sfsty (s, z) — sfstg(s x,[],s).
sfsta([], z, t,u) —
sfsta([x | s], z,t,u) — cat(t s);
sfsta([y | s], x, t, u) — sfsta(s, z, cat(t, [y]), u).

FIGURE 2.5 — Oter la premiére occurrence (mauvais programme)

pratique d’une telle forme est que les appels qui terminent se déroulent
jusqu’a ce que la valeur soit atteinte et c’est tout : la valeur du dernier
appel est la valeur du premier appel. Cette sorte de définition permet le
partage dans la régle p, ot u (la référence vers la pile originelle) devient
la valeur, & la place de rev(t). Les compilateurs et interprétes de langages
fonctionnels exploitent souvent cette propriété pour accélérer les calculs,
comme nous le verrons dans la derniére partie de ce livre.
L’inconvénient de sfsty/2 par rapport a sfst/2 est le cott additionnel
da au retournement de t dans la régle v, c’est-a-dire lappel rcat(t, s).
Plus précisément, il y a deux cas complémentaires : x est absent de s
ou non. Supposons que s contient n éléments et x est absent. La trace
de sfsto(s,2) est \™u, d’ott C3F%0 = |X&™u| = |A| +nlé] + |u| = n + 2.
Supposons maintenant que x se trouve a la position k dans s, ou le
sommet est a la position 0. La trace d’évaluation est alors Aé*vn*¢, donc

CSfStO — |)\§k VUkC\ = 2k + 3. Il apparait maintenant avec clarté que
sfsto _ 2 sfsto _ sfsto osfstoy i 2,2 =
B3 ;B = min {CFF,CLE0} = min {n+2,2k +3} =3,
szsto = max {n+2,2k+3} =2n+1,
0<k<n

ot le cotit minimum se produit quand 1’élément est au sommet de la pile;
le colit maximum lorsque 1’élément est tout au fond de la pile.
Puisqu’appeler rcat/2 pour retourner les éléments visités est la source
du cotlit supplémentaire, nous pourrions essayer de maintenir 1’ordre de
ces éléments comme dans la FIGURE 2.5 mais en usant de la concaténa-
tion de piles au lieu de I'’empilement. Le probléme est que la derniére
régle de sfsty/4 produit cat(...cat((cat([], [z1]), [x2])...), dont le cott
est quadratique comme dans la réécriture (2.4) page 42, et a partir de

sfsty ., 1,2
laquelle nous concluons promptement que W3 5n°.

Derniére occurrence Soit slst(s, z) (anglais, skip the last occurrence)
une pile identique & s mais sans la derniére occurrence de x. En parti-
culier, si x est absent, alors la valeur de 'appel est identique & s. Le
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premier réflexe est probablement de voir ce probléme comme le dual du
filtrage de la pile pour éter la premiére occurrence :

slsto(s, ) = rev(sfst(rev(s), x)). (2.7)

Si z est absent de s, nous avons C30 = 14+CreV4Wst 1.0V = 3n4-6. Siz
se trouve a la position k, CTSLI’SIEO =14+Cr+ Cfl‘isé_k_l +Cr, =3n—k+4.
En conséquence, nous sommes a méme de dériver le colit minimum et
maximum :

Beisto — min{3n +6,3n — k + 4} = 2n +5,
quand z est au fond de s,n et

Wysisto — I]gl<ax{3n +6,3n —k+4} =3n+6,

n

quand z est manquant. Le colit moyen quand x est présent est

n—1 n—1

1 1 m+9 5
R N e
k=0 k=0

Quand x est présent, le pire des cas est quand il est au sommet de la
pile : WSl = maxy,,{3n —k +4} =3n+4 < 3n +6.

Dans tous les cas, le colit maximum égale, a 'asymptote, 3n, c’est-a-
dire que trois visites complétes de s sont effectuées, alors qu’une seule au-
rait suffit a détecter I’absence de z. Parallélement, le colit minimum égale,
a I'asymptote, 2n, ce qui compte deux traversées complétes, alors que la
présence de x au fond aurait pu étre vérifiée avec une seule. Toutes ces
observations suggérent qu’une meilleure conception vaut la peine d’étre
envisagée.

Considérons la FIGURE 2.6, ou, avec 'aide d’une recherche linéaire
(régles p et 7), nous trouvons la premiére occurrence de x (régle o), mais,
dans le but de vérifier si c’est aussi la derniére, nous devons lancer une
autre recherche linéaire (). Si elle est positive (¢), nous conservons l'oc-
currence précédemment trouvée (z) et nous recommengons une autre
recherche; si elle est négative (v), le z trouvé tantot était en fait la
derniére occurrence. Remarquons que nous avons deux fonctions mutuel-
lement récursives, slst/2 et slst/3. La définition de cette derniére contient

slst([], 2) & []; slst([], ., t) — t;
slst([z] 5], 2) = slst(s,x,s);  slst([z]s],z,t) N [x|slst(t, x)];
slst([y|s],2) = [y|slst(s,z)]. slst([y]s],z,t) X slst(s,z, t).

FIGURE 2.6 — Oter la derniére occurrence avec slst/2
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slst([2,7,0,7,1],7) = [2]slst([7,0,7,1],7)]
2 12]slst([0,7,1],7,10,7,1])]
X [2]slst([7,1],7,[0,7,1])]
25 [2,7]slst([0,7,1],7)]
5 [2,7,0]slst([7,1],7)]
% [2,7,0]slst([1], 7, [1])]
X 12,7,0]slst([], 7, [1])]
% [2,7,0][1]] = [2,7,0,1].

FIGURE 2.7 —slst([2,7,0,7,1],7) — [2,7,0, 1]

un troisiéme paramétre, ¢, qui est une copie de la pile s lorsqu’une oc-
currence de x avait été trouvée par slst/2 (o). Cette copie est employée
pour reprendre (¢) la recherche du point ou l'occurrence précédente fut
trouvée. Ceci est nécessaire puisque y, dans la régle y, doit étre écarté
parce que nous ne savons pas a ce moment-1a si le x précédent était le
dernier.

Considérons 'évaluation & FIGURE 2.7. Si I’élément est manquant,
la recherche linéaire échoue, comme & ’accoutumée, avec un coit de
|7"p| = n+ 1. Sinon, nommons 0 < 1 < 2 < --- < x, < n les positions

des p occurrences de x dans s. La trace d’évaluation est
P

7o H(Ux$k—$k_1—1)(¢7_:ck—a:k_1—1) . (UXn—zp—IU%
k=2
dont la longueur est 142 Y"1 _o(xp—zp—1)+(n—azp+1) = ntap,—z+1.
En d’autres termes, si la position de la premiére occurrence est notée f
et la position de la derniére est [, nous avons obtenu la formule

Cf =n+1—f+1.

Nous en déduisons que le cotit minimum se produit quand [ — f +1 = p,
c’est-a-dire quand toutes les occurrences sont consécutives, par consé-
quent szl,s; = n + p. Le colit maximum arrive quand f=0et l=n—1,
c’est-a-dire quand il y a au moins deux occurrences de x, une au sommet
et une autre au fond : WZ'St = 2n. Nous pouvons vérifier que lorsque
la pile est entiérement constituée de x, les extremums concourent a la
valeur 2n. Le colit moyen quand z est présent requiert la détermination
du cotit pour toutes les paires (f,[) possibles, donc avec 0 < f <1l <mn:

n—1ln—1 n—1ln—1

At = n+1 > 35}1——n+1)22<n+z—f+1>

f 0l=f I=01=f
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9 n—1 n—f—
= (n+1)§<(n—f+l n—f +§ l+f>
1 n—1
CnBn+l)  dntl A 1 =,
on+1 (n—i—l)f:O Zf
4 2 4
3"t

ol E?;é f =mn(n—1)/2 est équation (2.3), page 42, et la somme des
carrés successifs est calculée de la fagon suivante.

Nous appliquons la méthode dite du télescopage ou des différences a
la suite (k3)g>0. Nous débutons avec 'égalité (k+1)3 = k3 +3k2+3k+1,
donc (k+1)3 —k® = 3k%+ 3k + 1. Alors nous pouvons varier k et sommer
les différences que sont les membres gauches, résultant en de nombreuses
annulations deux & deux, sauf le premier et le dernier terme :

1+173-[13]=3.1243.1+1

- (2+1)3-23=3.224+3.2+41
+
+ (n+132|—n*=3n2+3n+1

= (n+1)3—=3zn:k2+3zn:k+n
k=1 k=1

. 1
n3+3n2+3n—32k2+3-n(n2+)+n
k=1
1)(2n+1)
& k= 2.8
Z : (2.8)

Exercices
1. Prouvez que sfst/2 = sfsty/2.
2. Montrez que BSfto = 3 Wsfsto = 2n 41 et A% = n 42 (recherche
positive).
3. Prouvez slst/2 = slst/2.
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4. Montrez que, dans le pire des cas a déterminer, slsto(s,x) créé
3n neeuds inutiles si s contient n éléments. Comparez 'usage qui
est fait de la mémoire par slsty/2 avec celui de slst/2.

2.4 Aplatissement

Concevons une fonction flat/1 telle que 'appel flat(s), ou s est une
pile, est réécrit en une pile contenant seulement les éléments de s qui
ne sont pas eux-mémes des piles, dans le méme ordre d’écriture. Si
s ne contient aucune pile, alors flat(s) = s. Passons en revue quelques
exemples pour saisir le concept :

flat([]) - [1; flat([[], [[]1) = [} flat(([], [1, 2, (1], 3], [1) - [1,2,3].

Tout d’abord, concentrons-nous sur ’écriture des membres gauches des
régles, de fagon a assurer que notre définition est compléte (toutes les
données sont filtrées). Une pile est vide ou non. Si elle ne 'est pas, le
probléme en question apparait clairement : nous devons distinguer les
éléments qui sont eux-mémes des piles. Cela est simplement réalisé en
ordonnant les motifs de telle sorte que [] et [x | s] en tant qu’éléments
soient écrits avant le cas général y :

flat([]) & ;
flat([[]]¢]) = 71;
flat([[=|s] |t]) Z 7
flat([y|t]) - .

Nous savons que y dans la derniére ligne n’est pas une pile, sinon ’avant-
dernier ou 'antépénultiéme motif I'aurait filtrée. Presque tous les mem-
bres droits sont aisés a deviner maintenant :

flat([]) % [J;
flat([[]]]) = flat(t);
flat([[z|s] |¢]) % 7
flat([y [¢]) = [y[flat(t)].

La conception du membre droit restant peut étre guidée selon deux prin-
cipes légérement différents. Si nous regardons de nouveau les définitions
de revy/1 et rev/1 a la section 2.2, nous comprenons que la premiére avait
été congue avec le résultat en téte, comme si les fleches atteignaient di-
rectement une valeur qui est alors décomposée en fonction des variables
du membre gauche correspondant :

revo([]) = []; revo([x|s]) — cat(revg(s), [z]).
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flato([]) < [];
flato([[]]4]) <% flato(t);
flato([[z ] s] | t]) % cat(flatg([z | s]), flato(2));
flato([y|#]) > [y|flato(t)].

FIGURE 2.8 — Aplatir une pile avec flaty/1

Par contraste, rev/1 compte sur une autre fonction, rcat/2, pour accu-
muler des résultats partiels, comme si les fleches ne parcourraient qu'une
courte distance, ne contribuant que trés peu et indirectement a la valeur
finale, typiquement via un accumulateur :

rev(s) = rcat(s,[]).  rcat([],) N t;  rcat([z|s],t) L rcat(s, [z|t]).

La premiére approche pourrait étre appelée conception a grands pas, et
I'autre conception a petits pas. Un autre point de vue consiste & voir que
la premiére utilise le contexte de ’appel récursif pour construire la valeur,
alors que la seconde repose exclusivement sur un argument (1’accumula-
teur) et 'appel récursif est terminal. Par exemple, & la section 2.3, nous
trouvons que la définition de sfst/2 suit un modéle a grands pas, alors
que sfsty/2 est un cas de modéle & petits pas.

Conception a grand pas Abstraitement, une conception a grands pas
signifie que les membres droits sont constitués d’appels récursifs sur des
sous-structures, par exemple, dans le cas de la régle v, les sous-structures
de [[z]s]|t] sont z, s, t et [z]|s]. En réfléchissant a la maniére dont la
valeur peut étre composée a I’aide de flat([z|s]) et flat(¢), nous obtenons
une nouvelle version, flaty/1, & la FIGURE 2.8.

Considérons un exemple & la FIGURE 2.9 page suivante, ou 'appel
qui va étre réécrit juste aprés est souligné en cas d’ambiguité. Remar-
quons que la stratégie d’évaluation par valeurs (section 1.3) ne spécifie
pas 'ordre d’évaluation des arguments d’un appel : dans notre exemple,
nous avons retardé 'évaluation de cat([1],[2]) jusqu’a ce que celle de
flatg/1 soit terminée. Quand nous déduisons une récurrence ou une trace
compliquée, nous pourrions & la place tenter de compter le nombre de fois
que chaque régle est utilisée, pour toute évaluation. Un appel a flaty/1
implique

— utiliser la régle w une seule fois pour chaque pile donnée a ’origine ;

— utiliser la régle ¥ une fois que le fond que la pile originelle est

atteint et une fois pour chaque pile vide t a la régle ~;
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flato([[], [[1], 2], 3]) —> flato([[[1], 2], 3])
2, cat(ﬂato([[ 1,2]), flato([3]))
RN cat(cat(ﬂato([ 1), flato([2])), flate([3]))
—> cat(cat([1|flato([])], flato([2])), flato([3]))
2, cat(cat([1], ﬂato([Z])) flato([3]))
;) cat(cat([1], [2|flato([])]), flato([3]))
—> cat(cat([1], [2]), flato([S}))
—> cat(cat([1], [2]), [3[flato([])])
Y cat(cat([1], [2]), [3))
— [1,2,3].

FIGURE 2.9  flato([[], [[1], 2],3]) — [1,2, 3]

— utiliser la régle § une fois pour chaque élément qui n’est pas une
pile lui-méme ;
— utiliser la régle v une fois pour chaque pile imbriquée non-vide ;
— appeler cat/2 une fois pour chaque pile imbriquée non-vide.
Nous connaissons maintenant les paramétres du cofit :

1. la longueur de flaty(s), notée n;
2. le nombre de piles imbriquées non-vides données, dénoté par I';
3. le nombre de piles imbriquées vides, dénoté par (2.

Notons que le cotit ici dépend de la taille du résultat au lieu de celle
des données. Nous pouvons, par ailleurs, reformuler ’analyse ci-dessus
dans les termes suivants : la régle ¢ est employée 141" fois, la régle w est
utilisée (Q fois, la régle v est appliquée I fois, la régle § est employée n fois.
Donc le cott dit seulement aux régles définissant flatg/1 est 14+n+Q 42T
Par exemple, dans le cas de flato([[], [[1], 2], 3]), nous trouvons la valeur
correcte 1 +3+1+2-2 =9 = [wy?(59)3].

En ce qui concerne le coiit des appels a cat/2, son associativité établie
a la page 13 et ’équation (2.6) page 43 suggerent qu'il existe des configu-
rations des données de flatg/1 qui ménent & des cofits supérieurs, quand
les paramétres n, et I" sont fixés. Un schéma d’appel semblable & cat/2
avec un coit quadratique est aussi produit en appelant revg/1, comme
on peut le vérifier a la FIGURE 2.1 page 39, aprés la premiére application
de la régle a.. Le membre droit de la régle v est cat(flatg([x | s]), flato(t))
et il implique que les arguments de cat/2 peuvent étre des piles vides.

Etant donnés un nombre I' de noeuds cat, n nceuds qui ne sont pas
des piles (z1, ..., zy), quels sont les arbres de syntaxe abstraite condui-



2.4. APLATISSEMENT 59

cat
s
cat [z1] cat
VRN AN
] cat [zr—q] /cat.
n° et n° et
AN RN
0 [z1,..., 2] [0 [zr—at1, .- - 20

(a) Si Q > T, le minimum est I'. (b) Si 2 < T, le minimum est 2I" — Q.

FIGURE 2.10 — Coftits minimums pour la concaténation avec flaty/1

/cat\ fliat ﬂlat
.'_cat\ (] /|\ /|\
cat ] |t z |
1, 2] T A I
(a) Colit maximum (n + 1)I" (b) flat([[z]s]]¢]) (c) flat([z, s|t])

FIGURE 2.11 — Colit maximum et rotation a droite

sant & un extremum du cott ? Nous avons trouvé que le colit minimum
de cat/2 est obtenu lorsque tous les noeuds cat constituent la branche
la plus & droite dans l’arbre de syntaxe abstraire. (Une branche est une
suite de noeuds ot 'un est le parent du suivant, de la racine a une feuille.)
Si Q > T, la configuration minimale est montrée a la FIGURE 2.10a (au
moins une pile vide doit étre placée dans toute pile non-vide dont I’apla-
tissement résulte en une pile vide). Sinon, 'arbre de syntaxe abstraite de
colit minimum est donné & la FIGURE 2.10b, ot toutes les piles vides dis-
ponibles (€2) sont utilisées par les noeuds cat les plus profonds. Nous en
concluons que le colit minimum est Bﬂaéor =14+n+Q+30+min{Q,I'}.

Le colit maximum & la FIGURE 2.11a se présente pour le symétrique
de I’arbre & la FIGURE 2.10a. Nous avons W::aéop =Q+(n+3)T+1)-2.

Conception a petits pas Une ap- m
. . . flat([]) = [];
proche alternative pour aplatir une pile w
. . < . flat([[]|t]) = flat(¢);
consiste, dans la régle ~, & hisser x 5
) . . S . flat([[z|s] |t]) = flat([x, s|t]);

d’un niveau parmi les piles imbriquées. Aat(lulih) 2 flat(t

En termes d’arbres de syntaxe abs- at(lylt) = ly[flat(t)).

traite, cette opération est une rotation
a droite de I’arbre associé a ’argument,
comme cela est montré aux FIGURES 2.11b a 2.11c de la présente page,
ou la nouvelle fonction est nommée flat/1 et est définie a la FIGURE 2.12.
Déroulons a nouveau ’exemple de la FIGURE 2.9 page ci-contre a la FI-

FIGURE 2.12 — Aplatissement
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flat([[], [[1], 2], 3]) —> flat([[[1], 2], 3])
—> flat([[1], 2], 3])
= flat([1,[], [2],3])
= [1flat([[], [2],3])
“s [1|flat([[2], 3])]
% [1[flat([2, [], 3])]
= [1,2[flat([[], 3])]
“4 11, 2|flat([3])]
% 11,2, 3[flat([])]
% [1,2,3].

FIGURE 2.13 — flat([[], [[1],2],3]) — [1,2,3]

GURE 2.13 avec flat/1. La différence de cott avec flatg/1 réside dans le
nombre de fois que la régle v est utilisée : une fois pour chaque élément
de toutes les piles imbriquées.

Par conséquent, le cotit est 1 +n+Q+ 1T+ L, ot L est la somme
des longueurs de toutes les piles imbriquées.

Comparaison Examinons les cotit suivants :

Clflat([[[[[1, 2]]TID] = 12 < 23 = C[fato([[[[[1, 2]]]])];
Clflat([[], [[1], 2], 3))] = 10 < 14 = C[flato([[], [[1], 2], 3])];
Clflat([[], [[1, [2]]], 3])] = 12 < 19 = C[flato([[], [[1, [2]]}, 3D];
Clflat([[[], [, [1ID] = 8 > 7= C[flato([[[], [], [IID]-
Un peu d’algébre révéle que
ety e {12070 202"

Ce critére n’est pas pratique & vérifier et n’est pas concluant si les in-
égalités a droite échouent. La situation empire si nous choisissons a la
place L < 2I' = Cg}tz, Cgaéor, parce que cette condition est trop forte
lorsque €2 est grand. Examinons alors ce qui advient a 'autre extréme,
quand ©Q = 0. Un exemple comme [0, [1,[2]],3,[4, 5, [6, 7], 8],9] nous in-
duit & penser que s’il n’y a pas de piles vides, la longueur de chaque pile
est inférieure ou égale au nombre de ses éléments qui ne sont pas des
piles, en comptant aussi leur occurrence dans des piles imbriquées (il y a
égalité lorsqu’il n’y a pas de piles imbriquées). Par conséquent, en ajou-
tant toutes ces inégalités, le résultat ) = 0 = L < C s’ensuit, ou C est le
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cotlt de la réécriture des appels a cat/2 dans flaty/1. Puisque nous avons
Chhpr=(1+n+Q4T)+Let Cffp = (1+n+Q+T) 4 (C+T), nous
concluons qu’en 'absence de piles vides, flat/1 est plus rapide.

Terminaison Comme nous l’avons vu a propos de la version simplifiée
de la fonction de Ackermann (section 1.5, page 14), la terminaison est
la conséquence de l'existence d’un ordre bien fondé (>) sur les appels
récursifs, qui est induit par la relation de réécriture (—), c’est-a-dire
x — y = x > y. Un ordre bien fondé pour les piles est 'ordre des
sous-termes immédiats, satisfaisant [x|s] > s et [x]|s] > z. Puisqu’une
conception & grand pas effectue des appels récursifs sur les sous-termes
(section 1.5, page 13), elle facilite les preuves de terminaison fondées sur
un tel ordre. Souvenons-nous ainsi de la définition de flatg/1 & la FI-
GURE 2.8, page 57. Etant donné que cat/2 est indépendant de flaty/1,
nous établissons sa terminaison séparément en employant 'ordre des
sous-termes immeédiats sur son premier argument. Supposons donc que
cat/2 termine et prouvons la terminaison de flaty/1. Parce que les appels
récursifs de flaty/1 ne contiennent que des constructeurs (de piles), nous
pouvons essayer d’ordonner leurs arguments (Arts et Giesl, 1996). Ici
encore, le méme ordre fonctionne : [y|t] = t (régle 0 et la régle w quand
y =[]), [[x|s] | t] = t et [[x]|s]|t] = [z]|s] (régle v). La terminaison
s’ensuit. O

Rappelons-nous ensuite de la définition de flat/1 a la FIGURE 2.12
page 59 et prouvons sa terminaison. Ici, 'ordre que nous avons employé
pour flatg/1 échoue : [[z]s]|t] # [z, s|t] = [z]|[s|t]]. Nous pourrions alors
viser une plus grande généralité avec 1'ordre des sous-termes propres,
c’est-a-dire la stricte inclusion d’'un terme dans un autre, mais, malgré
I'encourageante inégalité [z|s] > z, nous échouons avec t 3 [s]|t]. Nous
avons besoin de plus d’abstraction, ce que nous permet la définition d’une
mesure sur les piles (Giesl, 1995a). Une mesure M[-] est une injection de
I'ensemble des termes considérés vers un ensemble bien ordonné (A4, >),
qui est monotone par rapport a une relation de réécriture donnée (—),
c'est-a-dire, z — y = M[z] = M[y]. En fait, nous n’allons considérer
que des paires de dépendance (Arts et Giesl, 2000), c’est-a-dire, des paires
d’appels dont les premiéres composantes sont les membres gauches d’une
régle et les secondes composantes sont les appels dans les membres droits
de la méme regle. Ceci est plus facile que de travailler directement avec
x et y dans x — y, car seuls les sous-termes de y sont pris en compte.
Les paires sont (flat([[] | ¢]),flat(t))w, (flat([[z]|s] | t]),flat([z,s | t])), et
(flat([y | t]), flat(t))s, avec y & S. Nous pouvons en fait laisser tomber les
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noms de fonction, car toutes les paires portent sur flat/1. Une classe de
mesures fréquemment utilisée pour sa simplicité est celle des injections
monotones dans (N, >), donc cherchons une mesure satisfaisant

M[[[z|s][t]] > Mz, s[2]]; - M[y[t]] > M[t], siy &S ouy =[].
Par exemple, prenons la mesure polynomiale suivante :
M[[z]|s]] =1+ 2- M[z] + M[s]; M[y] =0, siy &S ouy=]].

Nous avons M[[[z|s]|t]] = 3+ 4 - M[xz] + 2 - M[s] + M][t] et, pour
l'autre pile, M[[z,s|t]] = 2+ 2 - M[z] + 2 - M[s] + M[t]. Parce que
M(z] € N, pour tout z, nous avons M[[[x]|s]|t]] > M][[z,s]|t]]. La
seconde inégalité est obtenue plus vite : M[[y|t]] = 1 + M[t] > M[t].
Ceci implique la terminaison de flat/1. O

Giesl (1997) aborde la terminaison de fonctions mutuellement récur-
sives. Les programmes fonctionnels, en tant que cas particuliers de sys-
témes de réécriture de termes, ont été étudiés par Giesl (1995b) et Giesl
et al. (1998).

Exercices
[};
gamma/l et lambda/1, calcu- flaty ([[]]t]) — flaty(¢);

lant, respectivement, €2, I" et L. flaty ([[]
— flaty ([z, s|t]);

2. Comparez les coits de flat/1 et flat ([[z] 5]
[y [flat (¢)].

flat; /1 définies & la FIGURE 2.14 flat ([y

(voir (~)).

1. Définir les fonctions omega/1, flaty
|
|
|
|

[) =
t])
t]) ~ flaty ([z]1]);
t])
t]) —

FIGURE 2.14 — Aplatissement
alternatif

2.5 Files d’attente

Malgré ses qualités didactiques, 'analyse agrégeante (voir page 10)
est moins fréquemment appliquée quand les structures de données ne
sont pas en relation avec la numération. Nous proposons d’étendre sa
portée en étudiant le cas des files d’attente fonctionnelles (Burton, 1982,
Okasaki, 1995, 1998b). Une file d’attente fonctionnelle est une structure
de donnée linéaire définie dans un langage purement fonctionnel. La sé-
mantique de celui-ci oblige & représenter la file d’attente & ’aide de deux
piles. Des éléments peuvent étre empilés uniquement sur I'une des piles
et dépilés uniquement de l'autre :

Empilage, Dépilage «~s \ a \ b \ c \ d \ e ‘
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Dans la suite, nous appellerons les files d’attente fonctionnelles plus sim-
plement des files, car le contexte est clair. Une file est comme une pile
ou des éléments peuvent étre ajoutés, ou enfilés, & une extrémité appelée
arriére, et retirés, ou défilés, & 'autre extrémité, appelée front :

Enfilage (arriére) ~» |a|[b|c|d[e] ~» Défilage (front).

Reéalisons une file avec deux piles : une pour enfiler, appelée pile arriére,
et une pour défiler, appelée pile frontale. La file précédente est alors
équivalente a la file fonctionnelle suivante :

Enfilage (arriere) ~» |a|b[c| [d]e| ~- Défilage (front).

Enfiler est alors empiler sur la pile arriére et défiler est dépiler de la
pile frontale. Dans ce dernier cas, si la pile frontale est vide et la pile
arriére ne l’est pas, nous retournons la pile arriére et 1’échangeons avec
la frontale. Graphiquement, défiler dans la configuration

Jafole] [

nécessite au préalable de fabriquer

_J [afb]c]

et enfin défiler c.

Modélisons une file comme nous avons modélisé un empilage par le
constructeur cons/2, a la page 7. Ici le constructeur de file sera q/2 et
l'appel q(r, f) dénote une file fonctionnelle dont la pile arriére est r et la
frontale f. Enfiler est réalisé par la fonction enq/2 (anglais, enqueue) :

enq(z,q(r, f)) = a([z|r], f). (2.9)

Défiler requiert que le résultat soit une paire faite de ’élément défilé et
de la nouvelle file sans lui. En fait, la nouvelle file est la premiére com-
posante de la paire, pour mieux correspondre a la fagon dont ’opération
est représentée graphiquement, avec une fleche pointant & droite. Nous
pourrions dénoter la paire mathématique (z,y) par pair(z,y), mais une
notation symbolique est plus commode : (z,y). Les chevrons nous per-
mettent d’éviter I’écriture de f((z,y)) quand nous voulons dire f({x,y)).
Nommons par ailleurs deq/1 (anglais, dequeue) la fonction de défilage :

deq(q([z|7], 1)) 2 deq(q([]; reat(r, [2])));
dea(q(r. [z] f])) % (a(r. f). ). (2.10)

Voir page 40 la définition (2.2) de rcat/2. Nous dirons que la file a pour
taille n si le nombre total d’éléments dans les deux piles est n. Le cotit
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(a) Enfilage (b) Défilage

FIGURE 2.15 — Représentation graphique des opérations sur les files

de l'enfilage est Cp'® = 1. Le cotit minimum du défilage est Bl = 1,
di a la régle ¢. Le colit maximum est WSG“ = n + 2, comme le montre
la trace 0" 1Cu. Soit S, le colit d’une série de n mises & jour d’une file
fonctionnelle originellement vide. Une premiére tentative pour trouver S,
consiste & ignorer toute dépendance entre opérations et & cumuler leur
cotit individuel maximum. Puisque Cznq < Cgeq, nous supposons une série
de n défilages dans le pire des cas, c’est-a-dire, avec tous les éléments
situés dans la pile arriére. D’ailleurs, aprés k£ mises a jour, il ne peut y
avoir plus de k éléments dans la file, donc

n?.

N =

n—1
S, < ;W;jeq = St 4) ~

Analyse agrégeante En fait, ce qui précéde est trop pessimiste et
méme irréaliste. Tout d’abord, on ne peut défiler d’une file vide, donc, a
tout moment, le nombre d’enfilages depuis le début est toujours supérieur
ou égal au nombre de défilages et la série doit débuter avec un enfilage.
Ensuite, lorsque I'on défile avec la pile frontale vide, la pile arriére est re-
tournée et déplacée au front, donc ses éléments ne peuvent étre retournés
a nouveau lors du prochain défilage, dont le cofit sera alors 1.

De plus, comme nous ’avons remarqué plus haut, Cznq < Cgeq, donc
le pire des cas pour une suite de n opérations se présente lorsque le
nombre de défilages est maximum et vaut donc |n/2]. Si nous dénotons
par e le nombre d’enfilages et par d le nombre de défilages, nous avons
la relation triviale n = e 4+ d et les deux prérequis pour le pire des cas
deviennent e = d (n pair) ou e = d+1 (n impair). Le premier correspond
graphiquement & un chemin de Dyck et le dernier a un méandre de Dyck.

Chemin de Dyck Décrivons les mises & jour comme a la FIGURE 2.15.
Textuellement, nous représentons un enfilage comme une parenthése ou-
vrante et un défilage comme une parenthése fermante. Par exemple,
(COOWONO) correspond, a la FIGURE 2.16, & un chemin de Dyck.
Pour qu’une ligne brisée soit un chemin de Dyck de longueur n, elle doit
commencer & 'origine (0,0) et aboutir au point de coordonnées (n,0).
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w

taille de la file
[\&]

—_

0
0 (1 (2 (3 )4 (526 (7 C8 )9 )10 )11 (12 )13 ) 14

7 enfilages ((), 7 défilages ()) et coit 24

FIGURE 2.16 — Chemin de Dyck modélisant des opérations sur une file

En termes de langage de Dyck, un enfilage est appelé une montée et un
défilage est une descente. Une montée suivie d’une descente, c’est-a-dire
(), est appelé un sommet. Par exemple, a la FIGURE 2.16, nous trouvons
quatre sommets. Les nombres annotant les montées et les descentes sont
les cofits encourus par 'opération. L.’axe des abscisses est gradué avec le
nombre ordinal de chaque opération.

Si e = d, la ligne est un chemin de Dyck de longueur n = 2e = 2d.
Pour déduire le cotit total dans ce cas, nous devons décomposer le chemin,
ce qui signifie que nous voulons identifier des motifs dont les cotits sont
aisément calculables et qui constituent tout chemin, ou bien cela peut
signifier que nous associons tout chemin & un autre dont le cofit est le
méme, mais plus simple.

La FIGURE 2.17 montre comment le chemin précédent est associé a
un chemin équivalent, exclusivement fait d’une suite de triangles isocéles
dont les bases reposent sur I'axe des abscisses. Appelons-les montagnes
et leur succession une chaine.

L’association est simple : aprés la premiére suite de descentes, si nous

4
1
)
<3
[N=} .
< 1 5| L 1 5
=P
el
X 1 1 1 11 1
F1
1 1)1 11 3
0

0 (1 C2 (3 )4 )5

>e6 (7 (8 (9 )10 )11 )12 (13 ) 14
7 enfilages ((),

7 défilages ()) et cott 24

FIGURE 2.17 — Chemin de Dyck équivalent & la FIGURE 2.16
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4 4
1 1 1 1
3 3
1 1 1 1
2 2
1 1
1 1
0 0
4 (5 )6 (7 (89 4 )5 (6 C7 (89
(a) Initial (b) Echange de 4 /5 et 5\ 6

4

3

1
2 2
1 1 1 1
1 1
1 1 1 1
0 0
4 )5 )6 (7 (8 (9 1 )12 (13
(c) Echange de 5 " 6 et 8\, 9 (d) Dernier

FIGURE 2.18 — Réordonnancement de la FIGURE 2.16 en FIGURE 2.17

sommes de retour a I’axe des abscisses, nous venons d’identifier une mon-
tagne et nous recommencons avec le reste du chemin. Sinon, la prochaine
opération est une montée et nous ’échangeons avec la premiére descente
aprés elle. Cela abaisse le point courant d’un niveau et le procédé est
répété jusqu’a ce que les abscisses soient atteintes. Nous appelons cette
méthode réordonnancement parce qu’elle revient, en termes opération-
nels, a réordonner des sous-séquences d’opérations a posteriori.

Par exemple, la FIGURE 2.18 montre le réordonnancement de la FI-
GURE 2.16 page précédente. Remarquons que deux chemins différents
peuvent étre réordonnés en le méme chemin. Ce qui rend la FIGURE 2.18¢
équivalente & la FIGURE 2.18a est I'invariance du cotit parce que toutes
les opérations concernées ont un cott unitaire. En effet, les enfilages ont
toujours un cott unitaire et les défilages impliqués dans un réordonnan-
cement ont aussi un cotit unitaire, parce qu’ils trouvent la pile frontale
non-vide aprés un sommet. Nous avons prouvé que tous les chemins sont
équivalents a une chaine de montagnes de méme cofit, donc le coflit maxi-
mum peut étre recherché parmi les chaines uniquement.

Notons eg, eg, ..., e les sous-séquences contigués maximales de mon-
tées; par exemple, & la FIGURE 2.17, nous avons e; = 3, eg = 3 et
e3 = 1. Bien entendu, e = e; + ea + - -+ 4 e;. La descente qui constitue



2.5. FILES D’ATTENTE 67

1 3|1 311 311 31 311 311 3

0 C1>2 (3 )4 (5 )6 (738 (9 )10 (11 )12 (13 ) 14
7 enfilages ((), 7 défilages ()) et colit 28

FIGURE 2.19 — Pire des cassie=d =7

. A de N i1z
le ¢ sommet a pour coft eiq = e; + 2, a cause de la vacuité de la

pile frontale, puisque nous avons démarré les montées a partir des abs-
cisses. Les e; — 1 prochaines descentes ont toutes un cotit unitaire parce
que la pile frontale n’est pas vide. Donc, la ¢ montagne a pour coft
e+ (e;+2)+ (e, — 1) =3e; + 1. Alors S, = Zle (3¢, +1) =3e+ k.
Le colit maximum est atteint en maximisant S, pour un e donné :

W,e = max S = See =4e =2n, oun=e+d = 2e,
’ 1<k<e
ou W, est le colit maximum quand il y a e enfilages et d = e défilages.
En d’autres termes, le pire des cas quand e = d = 7 est le chemin de
Dyck en dents de scie montré & la FIGURE 2.19.

Pour conclure, il est crucial de voir qu’il n’y a pas d’autres chemins
de Dyck dont le réordonnancement méne & ce pire des cas, la raison étant
que la transformation inverse, des chaines de montagnes vers les chemins
généraux, opére sur des défilages de colit unitaire et la solution que nous
avons trouvée est la seule sans défilage de cotlit unitaire.

Meéandre de Dyck Un autre cas parmi les pires se produit sie = d+1
et la ligne est alors un méandre de Dyck dont 'extrémité finale est un
point d’ordonnée e — d = 1. Un exemple est donné & la FIGURE 2.20,
ou la derniére opération est un défilage. La ligne en pointillés marque le

1 1
= .
= 1 5 1 1 5|1 1
2
bS]
© 1 1] 1 1 1 1
R1 / 28 \
. ) -

0 1 C2 (3 )4 )5

(e (7 C8 )9 J1o (11 )12 )13
7 enfilages ((),

6 défilages ()) et cout 21

FIGURE 2.20 — Méandre de Dyck modélisant des opérations sur une file
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4
1 1

[}
=3
[dm}
= 1 5 1 1 1 1
2
<
© 1 1 1 4 1 1 4
F1 | :

. - .

0 1 2 (3 )4 (5 ( >7 )8 )9 (10 (11 )12 ) 13
7 enfilages ((), 6 défilages ()) et cott 23

FIGURE 2.21 — Méandre de Dyck modélisant des opérations sur une file

résultat du réordonnancement que nous avons défini sur les chemins de
Dyck. Ici, la derniére opération devient un enfilage.

Une autre possibilité est montrée a la FIGURE 2.21, ol la derniére
opération est inchangée. La différence entre les deux exemples repose sur
le fait que, a l'origine, le dernier défilage a, dans le premier cas, un coft
unitaire (donc est changé) et, dans le dernier cas, un cout strictement
supérieur a 1 (donc inchangé). La troisiéme sorte de méandre de Dyck est
celle qui termine avec un enfilage, mais parce que cet enfilage doit partir
de I’axe des abscisses, nous nous trouvons dans la méme situation qu’avec
le résultat du réordonnancement d’un méandre conclu avec un défilage de
colit unitaire (voir a nouveau la ligne en pointillés a la FIGURE 2.20). Par
conséquent, nous n’avons qu’a comparer ’effet du réordonnancement des
méandres se terminant avec un défilage, c’est-a-dire que nous envisageons
les deux cas suivants.

— Si nous avons une chaine de n—1 opérations suivies par un enfilage,
le colit maximum de la chaine est le cotit d’un chemin de Dyck en
dents de scie, W,_; , 1 =4(e—1)=2n—2,carn =e+d=2e—1,
plus le cotit d’un enfilage, totalisant donc 2n — 1.

— Sinon, nous avons affaire & une chaine de n — 3 opérations suivies
par deux montées et une descente (de cotit 6). Le cout total est
alors W,_5 .9+ 6 = 2n, ce qui est un petit peu plus que le cas
précédent.

Cott amorti Le colt S, d’une suite de n mises & jour sur une file
originellement vide est strictement encadré comme suit :

n< S, <2n,

ou la borne inférieure est atteinte si toutes les mises & jour sont des
enfilages, et la borne supérieure est atteinte quand une chaine en dents
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de scie est suivie par un enfilage ou alors deux enfilages et un défilage.
Par définition, le cotit amorti d’une opération est S,,/n et se trouve donc
entre 1 et 2, ce qui est d’un ordre de grandeur asymptotique plus bas que
ne l'avait laissé présager notre analyse initiale (~ n/2). Nous avons publié
(Rinderknecht, 2011) une analyse légérement différente de la précédente,
avec les mémes exemples.

Aparté Nous pouvons gagner un peu plus d’abstraction en utilisant un
constructeur dédié pour la file vide, nilq/0, et en changeant la définition
de enq/2 dans (2.9) page 63 de telle sorte qu’elle filtre ce cas :

enq(x,nilg()) = a([z],[]); ena(z,q(r, f)) = a([z|r], f).

Nous pouvons encore gagner un tout petit peu plus de temps en empi-
lant x directement sur la pile frontale :

enq(x,nilg()) — a([], [z]); enq(z,q(r, f)) = a([z|r], f).

Exercices

1. Soit nxt(q) le prochain élément & étre défilé de ¢ :

nxt(q([z[r], [])) — nxt(q([], reat(r, [])));
nxt(q(r, [z] f])) = .

Modifiez enq/2, deq/1 et nxt/1 de telle maniére que C** = 1, ou
n est le nombre d’éléments dans la file.

2. Trouvez S, en utilisant la définition légérement différente suivante :

deq(q([z[r],[])) = dea(q([], rev([z[r])));
dea(q(r, [z | f1)) = (a(r, f), ).

2.6 Découpage

Etudions le probléme du découpage d’une pile s & la position k.
Evidemment, le résultat est une paire de piles. Plus précisément, soit
(t,u) la valeur de cut(s, k), telle que cat(t,u) — s et t contient k élé-
ments, c’est-a-dire len(t) — k. En particulier, si k = 0, alors t = [];
les données invalides ménent & des résultats non-spécifiés. Par exemple,
cut([4,2],0) — ([],[4,2]) et cut([5,3,6,0,2],3) — ([5,3,6],[0,2]), mais,
pour gagner en simplicité, on ne dira rien a propos de cut([0],7) et
cut([0], —1). Nous déduisons deux cas : kK = 0 ou bien la pile n’est pas
vide. Le premier est facile & deviner :

cut(s,0) — ([], s); cut([z|s], k) - [_______1.



70 CHAPITRE 2. FONDAMENTAUX

Une conception & grand pas emploie des appels récursifs sur des sous-
structures pour établir la structure de la valeur dans le membre droit.
Etant donné que cut/2 prend deux arguments, nous prévoyons l'usage
d’un ordre lexicographique (définition (1.8), page 15) :

cut(so, ko) > cut(sy, k1) 1< sp = s1 ou (sp = s1 et kg > k1).

En définissant (>) comme étant 'ordre des sous-termes propres sur les
piles (section 1.5, page 13), nous obtenons

cut([z|s], k) = cut(s,j); cut([z]|s],k) = cut([z]s],]), si k > j.

Dans le dernier cas, nous voulons poser ;7 = k — 1, mais la valeur de
cut(s, ) doit étre projetée en (¢, u) pour que = puisse étre injecté et donne
([z|t], u). Cela peut étre réalisé a 1’aide d’une fonction auxiliaire push/2 :

,0) =[], 8); push(z, (t,u)) = ([x[t], u).

cut(s, 0
s], k) — push(z, cut(s, k — 1)).

cut([z|

Systémes d’inférence Quand la valeur d’un appel récursif a besoin
d’étre déstructurée, il est commode d’utiliser une extension de notre
langage pour éviter de créer des fonctions auxiliaires comme push/2 :

cut(s, 0) — ([],s) NI cutls, k= 1) > B o
cut([z s, k) — ([zt], u)

La nouvelle construction s’appelle une régle d’inférence parce qu’elle si-
gnifie : «Pour que la valeur de cut([x|s], k) soit ([x|t],u), nous inférons
que la valeur de cut(s, k—1) doit étre (¢, u).» Cette interprétation corres-
pond & une lecture ascendante de la régle PREF (préfize). Tout comme
nous pouvons composer horizontalement les régles de réécriture, nous
composons les régles d’inférence verticalement, en les empilant :

cut((0,2],0) — ([], [0,2])
cut([6,0,2], 1) — ([6], [0, 2])
cut([3,6,0,2],2) — ([3,6],[0,2])
cut([5,3,6,0,2],3) — ([5,3,6],[0,2])

Pour déterminer le cott de cut(s, k), nous comptons 1 pour chaque oc-
currence de (—) et nous prenons en compte la fonction auxiliaire cachée
push/2, donc Clcut([5,3,6,0,2],3)] = 7. En général, Cf"* = 2k + 1. Re-
marquons que les systémes d’inférence définissent (—) au lieu de (—).
Au-dela de la simplification des programmes, ce qui rend ce forma-
lisme intéressant est qu’il rend possible deux sortes d’interprétations :
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I'une, logique, et, 'autre, algorithmique. Le lecture algorithmique, appe-
lée inductive dans certains contextes, a été illustrée tantdt. La lecture
logique voit les régles d’inférences comme des implications logiques de la
forme Py AP, A ... NP, = C écrites

Py Py . P,
C

Les propositions P; sont les prémisses et C est la conclusion. Dans le cas
de PREF, il n’y a qu'une seule prémisse. S’il n’y a aucune prémisse, comme
dans le cas de NiL, alors C' est un aziome et aucune ligne horizontale
n’est tirée. La composition de régles d’inférence est une dérivation. Dans
le cas de cut/2, toutes les dérivations sont isomorphes a une pile dont le
sommet est la conclusion. La lecture logique de la régle PREF est : «Si
cut(s,k — 1) — (t,u), alors cut([z]s], k) — ([z|t],u).» Une telle lecture
descendante est dite déductive. On peut alors comprendre la dérivation
précédente comme étant la preuve du théoréme cut([5,3,6,0,2],3) —
([5,3,6],10,2]).

Induction sur les dérivations La double herméneutique des régles
d’inférence rend possible a la fois la spécification de programmes et la
preuve de théorémes a leurs propos par induction sur la structure des
dérivations. Comme nous ’avons vu plus haut, 'induction structurelle
peut étre appliquée avec profit aux piles, considérées comme des types de
données (objets). Puisque dans le cas de cut/2 les dérivations sont elles-
mémes des piles, nous pouvons aussi appliquer & leur structure (en tant
que méta-objets) le méme principe d’induction. Illustrons cette élégante
technique inductive avec la preuve de la correction de cut/2.

Correction Le concept de correction (McCarthy, 1962, Floyd, 1967,
Hoare, 1971, Dijkstra, 1976) est une relation, donc nous devons toujours
parler de la correction d’un programme par rapport & sa spécification.
Une spécification est une description logique des propriétés attendues
du résultat de I’exécution d’un programme, étant données des propriétés
de son entrée. Dans le cas de cut(s, k), nous avons déja mentionné ce
que nous attendions : la valeur doit étre une paire (t,u) telle que la
concaténation de t et u est s et la longueur de ¢ est k. Formellement, soit
CorCut(s, k) la proposition
Si cut(s, k) — (t,u), alors cat(t,u) — s et len(t) — k,

ou la fonction len/1 est définie a I’équation (2.5) page 43.

Supposons la véracité de 'antécédent de I'implication, sinon le théo-
réme est trivialement vrai (vacuité), donc il existe une dérivation A dont
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la conclusion est cut(s,k) — (¢,u). Cette dérivation est une (méta) pile
dont le sommet est la conclusion en question, ce qui rend possible le
raisonnement par induction sur sa structure, c’est-a-dire que nous sup-
posons que CorCut est vraie pour la sous-dérivation immédiate de A (1'hy-
pothése d’induction) et nous procédons ensuite en montrant que CorCut
est vraie pour la dérivation entiére. Ceci n’est autre que l'induction sur
les sous-termes immédiats que nous avons utilisé sur des piles considérées
comme des objets du discours : nous supposons que le théoréme est vrai
pour s et nous procédons ensuite en prouvant qu’il est vrai pour [z|s].
La preuve est guidée par une analyse par cas qui discrimine sur la
sorte de régle pouvant terminer A. Pour éviter des collisions entre des
variables du théoréme et du systéme d’inférence, nous surlignons ces
derniéres, ainsi s, t etc. qui sont alors différentes s et ¢t dans CorCut.
— Cas ou A se termine par NiL. Il n’y a pas de prémisses, car NIL est
un axiome. Dans ce cas, nous devons établir CorCut sans induction.
Le filtrage de cut(s,k) — (t,u) par cut(s,0) — ([],5) résulte en
5=5 0=k []=tet3=u Dou, cat(t,u) = cat([],s) = s, ce
qui prouve la moitié de la conjonction. De plus, len(t) = len([]) = 0.
Ceci est cohérent avec k = 0, donc CorCut(s,0) est établie.
— Cas ou A se termine avec par PREF. La forme de A est donc

cut(s, k — i) — (t,u)
cut([z|3], k) — ([z]7], )

PREF

Le filtrage de cut(s, k) — (¢, u) par la conclusion meéne a [Z|3] = s,
k =k [Z|f =tetu = u Lhypothése d’induction est alors
que le théoréme est vrai pour la sous-dérivation : cat(¢,u) — s et
aussi len(f) — k — 1. Le principe d’induction requiert que nous
établissions alors cat([Z |#],@) — [x|3] et len([Z |f]) — k. D’aprés
la définition de cat/2 et une partie de ’hypothése, nous déduisons
aisément cat([Z |t], u) LN [Z|cat(t,w)] — [T|35]. Maintenant, ’autre
partie : len([Z|?]) b, L+len(t) » 1+ (k—1)=k. O

Exercice Ecrivez une définition équivalente a cut/2 qui soit en forme
terminale.

2.7 Persistance

La persistance est une propriété caractéristique des langages pure-
ment fonctionnels. Elle signifie simplement que toutes les valeurs sont
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constantes. Les fonctions mettent a jour une structure des données en en
créant une nouvelle version, au lieu de la modifier sur place et effacant
ainsi son histoire. Nous avons vu a la section 1.3 page 5 que les sous-
arbres communs aux deux membres d'une méme régle sont partagés. Un
tel partage est rendu correct grace a la persistance : il n’y a pas moyen
de distinguer logiquement la copie d’un sous-arbre et I'original.

Partage maximum Une occasion évi-

dente de partage est 'occurrence d’une va- q red([]) ? H’d '
riable dans les deux membres d'une méme | '* ([j;’ z|s]) ? re (['Z‘ s));
régle, comme on peut le voir a la FI- red(fz]s]) = [z]red(s)]

GURE 1.4 page 8 par exemple. Mais ceci
ne conduit pas nécessairement & un par-
tage maximum, comme la définition de red/1 (réduire) a la FIGURE 2.22
le montre. Cette fonction recopie une pile sans ses éléments répétés consé-
cutivement. Par exemple, red([4,1,2,2,2,1,1]) — [4,1,2,1]. Un graphe
orienté sans circuit représentant la deuxiéme régle est montré a la FI-
GURE 2.23a. Dans cette figure, le partage est fondé sur des occurrences
communes de variables, mais nous pouvons constater que [x | s] n’est pas
complétement partagé. Considérons la méme régle & la FIGURE 2.23b
avec un partage maximum, oll un sous-arbre complet est partagé.

FIGURE 2.22 — Réduction

Dans toute discussion sur la gestion de la mémoire, nous suppose-
rons que le partage est maximum pour chaque régle, donc, par exemple,
FIGURE 2.23b serait le défaut. Mais cette propriété n’est pas suffisante
pour assurer que le partage est maximum entre les arguments d’un appel
de fonction et sa valeur. Par exemple,

cp(() = [ cp(fz]s]) = [z]cp(s)].

fabrique une copie de son argument, mais la valeur de cp(s) ne partage
que ses éléments avec s, bien que cp(s) = s.

reld — reid reld —  red
| | | /
/N /N
z | x|
/ N\ / N\
€T S €T S
(a) Partage de variables (b) Partage maximum

FIGURE 2.23 — Graphe orienté sans circuits de (ﬁ))
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Gestion de versions Une idée simple pour réaliser des structures de
données qui permettent de rebrousser chemin (en anglais, backtracking),
consiste & conserver toutes les versions. Une pile peut étre utilisée a
cet effet, appelée ici histoire, et rebrousser chemin se réduit alors a une
recherche linéaire dans I’histoire. Par exemple, nous pourrions vouloir
conserver une suite de piles, chacune étant obtenue de la précédente par
un empilage ou un dépilage, comme [[4,2,1],[2,1],[3,2,1],[2,1],[1],[]],
ol la pile initiale était vide; puis 1 a été empilé, suivi de 2 et 3 ; ensuite
3 a été dépilé et 4 empilé. De cette facon, la derniére version est le som-
met de I'histoire, comme [4,2, 1] dans notre exemple. Par ailleurs, nous
souhaitons que deux versions successives partagent le plus de structure
possible. (Nous employons le terme «version» plutot qu’«étaty parce que
dernier se référe a des valeurs qui ne sont pas persistantes.) Ces exigences
sont au cceur des logiciels dits de gestion de versions, utilisés par les pro-
grammeurs pour conserver une trace de 1’évolution de leur programmes.
Nous continuerons avec notre exemple de I’évolution d’une pile, tout
en gardant a 'esprit que la technique décrite ci-aprés est applicable a
toute structure de données. Nous devons écrire deux fonctions, push/2
(différente de celle définie a la section 2.6) et pop/1, qui, au lieu de traiter
une pile, traitent une histoire de piles. Soient les définitions suivantes :

push(z, [])

D= [l pop(llz]s][A]) — [s ] s] [ A].
push(z, [s| 1)) top (2.11)

%
— [[z]s],s|h]. top([[x]s]|h]) — .

Les graphes orientés sans circuits (GOSC) associés sont montrés a la
FIGURE 2.24. L’histoire [[4,2,1],[2,1],[3,2, 1], [2, 1], [1],[]] est montrée a
la FIGURE 2.25 comme un graphe orienté sans circuits aussi. Il est le
résultat de I’évaluation de

push(4, pop(push(3, push(2, push(1,[]))))). (2.12)

Soit ver(k, h) dont valeur est la k® version antérieure dans ’histoire h,
de telle sorte que ver(0, h) soit la derniére version. Comme on s’y atten-
drait, ver/2 n’est rien d’autre qu’une recherche linéaire avec un compte

FIGURE 2.24 — GOSC de push/2 et pop/1 avec partage maximum
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|
/)
I \I
4/ I/ \I
3/\I/ \I
2/\I/ \I
/ \ 7/ \
00 0O 0

FIGURE 2.25 — Lhistoire [[4,2,1],[2,1],[3,2,1], 2, 1], [1],[]]

a rebours :

ver(0, [s|h]) — s; ver(k, [s|h]) — ver(k — 1, h).
Notre codage de 'histoire permet & la derniére version d’étre aisément
copiée avec modification, mais pas les plus anciennes. Quand toutes les
versions d’une structure de donnée sont ainsi modifiables, on parle de

persistance compléte ; si seule la derniére version est modifiable, on parle
de persistance partielle (Mehlhorn et Tsakalidis, 1990).

Revisiter les mises 4 jour Dans le but de parvenir a la persistance
compléte, nous devrions conserver une histoire des mises a jour, push(x)
et pop(), au lieu de versions successives partagées le plus possible avec
leur successeur. Dans ce qui suite, le soulignement évite la confusion avec
les fonctions push/2 et pop/1. Au lieu de I’équation (2.12), on a

[push(4), pop(), push(3), push(2), push(1)]. (2.13)

Toutes les suites de push(z) et pop() ne sont pas valides, comme, par
exemple, [pop(), pop(), push(z)] et [pop()]. Pour caractériser les histoires
valides, examinons une représentation graphique des mises a jour & la

FIGURE 2.26. Ceci est le méme modéle que nous avons employé a la

(a) push(z) (b) pop()

FIGURE 2.26 — Mises & jour de piles
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[\
taille de la version

¢

pop pop push push pop push push
mise & jour

FIGURE 2.27 — [pop(), pop(), push(4), push(3), pop(), push(2), push(1)]

section 2.5 ot nous avons étudié les files d’attente fonctionnelles (voir
en particulier la FIGURE 2.15 page 64), sauf que nous choisissons ici une
orientation vers la gauche de maniére a refléter la notation des piles, dont
les sommets sont écrits & gauche. Considérons par exemple 'histoire a la
FIGURE 2.27. Il est clair qu'une histoire valide est une ligne qui ne coupe
jamais laze des abscisses. Programmer top/1 avec une histoire de mises a
jour est plus difficile parce que nous devons identifier I’élément au sommet
de la derniére version sans la construire. L’idée consiste a revisiter la ligne
historique et déterminer le dernier empilage qui a conduit & une version
dont la longueur égale celle de la derniére version. A la FIGURE 2.27, la
derniére version est (o). Si nous tirons une ligne horizontale a partir de
ce point vers la droite, le premier empilement aboutissant sur la ligne est
push(1), donc le sommet de la derniére version est 1. Cette expérience de
pensée est illustrée & la FIGURE 2.28. Remarquons que nous n’avons pas
besoin de déterminer la longueur de la derniére version : la différence de

[\
taille de la version

pop pop push push pop push push
mise & jour

FIGURE 2.28 — Trouver le sommet de la derniére version
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popg(h) —

[pop() | h].
topg(h) — topy(0, k).

topy (0, [pu
tOPo( ) [
topy (K, [pop

sh(z)[h]) —
sh(z)[h]) —>t0po(k— L, h);
op() |h]) = topg(k + 1, h).

FIGURE 2.29 — Le sommet et le reste d’une histoire de mises a jour

longueur avec la version courante, alors que nous reculons, est suffisante.
Soient topg/1 et popg/1 les équivalents de top/1 et pop/1, opérant sur des
mises a jour au lieu de versions. Leur définition se trouve a la FIGURE 2.29.
Une fonction auxiliaire topg/2 conserve la différence entre les longueurs
de la derniére version et la version courante. Nous avons trouvé 1’élément
quand la différence est nulle et la mise & jour courante est un empilement.

Comme précédemment, nous voulons que 'appel verg(k, h) construise
la k® version précédente dans h. Ici, nous devons reculer de k£ mises a
jour dans le passé,

verg(0, h) — Isto(h); verg(k, [s| h]) — verg(k — 1, h).

et construire la derniére version & partir du reste de 'histoire avec Isty/1 :

Isto(h) — [z] ]

Isto([]) — [1; Isto([pop() | A]) —

[ [Isto(h)];

Isto([push(z) [h]) —

Soit C}SM le cotit de D'appel verg(k, h) et soit C5% le cotit de Isto(h), ot

n est la longueur de h : CF% =i + 1 et Crow = (k+1)+ CTlft_Ok =n+2.
Quelle est la quantité totale de mémoire allouée ? Plus précisément,
nous souhaitons connaitre le nombre d’empilements effectués. La seule
régle de Istg/1 qui use d’un empilement dans son membre droit est la
seconde, donc le nombre de noeuds d’empilage est le nombre d’empilages.
Mais ceci est un gachis dans certains cas, par exemple, quand la version
construite est vide, comme avec ’histoire [pop(), push(6)]. La méthode
optimale est d’allouer exactement autant que la valeur finale a besoin.

Nou§ Pouvons rej;alis.er cette sty (h) — sty (0, h).
optimalité de la mémoire avec | L Isty (0. 7
Ist; /1 définie a la FIGURE 2.30 st1(0, [push(2) | h]) — [wlst1(0, h)];

. Isty (k, [push(z) |h]) — Ist1(k — 1, h);
en conservant des caractéris- | 2 SN k+1.h
tiques a la fois de topy/1 et sty ’[ p(3€| ) = Isti(k + 1, h);
de ISto/].. Alors CEtl = CLStO = ( aH) H

n + 1, et le nombre de noeuds
d’empilage créés est alors la
longueur de la derniére version. Nous avons la encore un exemple de cott

FI1GURE 2.30 — Derniére version
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taille de la version

pop push push pop pop push push
mise & jour

FIGURE 2.31 — Derniére version [3] trouvée en quatre pas

qui dépend de la taille du résultat, comme pour flaty/1 a la section 2.4
page 56.

Une amélioration est encore possible si la ligne historique atteint ’axe
des abscisses, parce qu’il n’y a alors aucune raison de visiter les mises a
jour antérieures & un dépilage résultant en une version vide ; comme par
exemple a la FIGURE 2.31, il est inutile d’aller au-dela de push(3) pour
déterminer que la derniére version est [3]. Mais, pour détecter si la ligne
historique rencontre ’axe des abscisses, nous avons besoin d’augmenter
I’histoire h avec la longueur n de la derniére version, c’est-a-dire, de
travailler avec (n, h), et modifier push/2 et pop/1 en conséquence :

pushy(x, (n, h)) — (n+1, [push(z)|h]).
popy({n, h)) — (n—1,[pop() | A).

Nous devons réécrire ver/2 de telle sorte qu’elle conserve la longueur de
la derniére version :

verz(0, (n, h)) — Ist1(0, h)
vera(k, (n, [pop() | h])) — vera(
| ] (

ish(z )) — verg(k

) 1, (n+1,h));
very(k, (n, [push(z) 1

—1,(n —1,h)).

Nous pouvons réduire ’emploi de la mémoire en séparant ’histoire cou-
rante h et la longueur n de la derniére version, de fagon a n’allouer
aucune paire, et nous pouvons nous arréter lorsque la version courante
est [], comme prévu, a la FIGURE 2.32 page suivante.

On pourrait se demander si cela vaut la peine d’accoupler n et h pour
les séparer & nouveau, ce qui va & ’encontre du principe d’abstraction
des données. Cet exemple démontre que I'abstraction est désirable pour
les appelants, mais les fonctions appelées peuvent la briser & cause du
filtrage de motif. Nous pourrions aussi nous rendre compte que le choix
d’une pile pour conserver les mises & jour n’est pas le meilleur en termes
d’usage de la mémoire. A la place, nous pouvons directement enchainer
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vers(k, (n, h)) — vers(k,n, h).

ver3( n,h) — Ist3(0,n, h);

verg(k,n, [pop() |h]) — vers(k — 1,n +1,h);

vers(k,n, [push(z)|h]) — vers(k — 1,n — 1,h).

n,h)) — Istz3(0,n, h)
) =
) =
)
)

Ist3((
Ist3(k,0, R [;
Ist3(0, n, [push(x) | h] [z]lst3(0,n — 1, h)];
Ists(k, n, [push(z)|h]) — Ists(k — 1,n — 1, h);
Ist3(k, n, [pop() | h]) — Ist3(k + 1,n+ 1,h).

FIGURE 2.32 — Requéte d’une version sans paires

very(k, (n,h)) — very(k,n, h).
ver4(0, n,h) — Ist4(0,n, h);

very(k,n, pop(h)) — very(k — 1,n + 1, h);
very(k,n,push(z, h)) — very(k — 1,n —1,h).
Ist4((n, h)
|St4(l€, R []

Ist4(0, n, push(x, h) [ |lsty(0,n — 1, h)];
Isty(k,n, push(z, h)) — Isty(k — 1,n — 1, h);
Isty(k,n, pop(h)) — Isty(k + 1,n + 1, h).

)
)
)
)
) = Isty (0,1, ).
h) =
) =
)
)

FIGURE 2.33 — Requéte d’une version sans pile

les mises & jour avec ’aide d’un argument supplémentaire qui dénote la
mise & jour précédente, donc, par exemple, au lieu de I’équation (2.13) :

(3, push(4, pop(push(3, push(2, push(1, []))))))-

Ce nouveau codage refléte bien 'appel (2.12) a la page 74 et économise
n neeuds d’empilage dans une histoire de longueur n. Voir la FIGURE 2.33.

pushy (z, (n. h)) — (n+1, push(z, h)). popy((n. ) = (n—1, pop(h).

Maintenant, il existe un cotit minimum et maximum. Le pire des cas
est quand 1’élément au fond dans la derniére version est le premier élé-
ment empilé dans I’histoire, donc Isty/3 doit retourner jusqu’a l'origine.
En d’autres termes, la ligne historique n’atteint jamais ’axe des abscisses
aprés le premier empilage. Nous avons alors le méme cotit que précédem-
ment : W,'ft‘* = n + 1. Le meilleur des cas se produit lorsque la derniére
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version est vide. Dans ce cas, B = 1 et c’est la sorte d’amélioration
que nous avions en téte.

Persistance compléte ILa méthode conservant les mises & jour dans
I’histoire est complétement persistante parce qu’elle permet de modifier
une version passée comme suit : traversons I’histoire jusqu’au moment
adéquat, dépilons la mise & jour, empilons-en une autre et remettons a
leur place les mises & jours précédemment traversées, qui ont été stockées
dans un accumulateur. Mais changer le passé ne doit pas créer une his-
toire contenant une version qui n’est pas constructible, ¢’est-a-dire que la
ligne historique ne doit pas croiser ’axe des abscisses aprés la modifica-
tion. Si le changement consiste & replacer un dépilage par un empilage, il
n’y aucune raison de s’inquiéter, car cela hissera de 2 ordonnées le point
terminal de la ligne. C’est le changement inverse qui demande un peu
d’attention, car il abaisse de 2 le point terminal. Cette différence verti-
cale de 42 niveaux provient de la différence entre les points terminaux
d’un empilement et d’un dépilement de méme origine et peut facilement
étre visualisée a la FIGURE 2.26 page 75 en posant 'une sur l'autre les
sous-figures. Par conséquent, a la FIGURE 2.27, la derniére version a pour
longueur 1, ce qui implique qu’il est impossible de remplacer un empilage
par un dépilage, & n’importe quel moment du passé.

Considérons 'histoire a la FIGURE 2.34. Soit chg(k, u, (n, h)) I'histoire
modifiée, ou k est I'index de la mise & jour que nous voulons changer,
en indexant la derniére avec 0; soit u la nouvelle mise & jour que nous
voulons insérer ; finalement, soit n la longueur de la derniére version de
I’histoire h. L’appel

chg(3, push(5), (2, pop(push(4, push(3, pop(push(2, push(1, []))))))))

version length

4

pop push push pop push push
update

FIGURE 2.34 — pop(push(4, push(3, pop(push(2, push(1, []))))))
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FIGURE 2.35 — Changement de mises & jour

résulte en (4, pop(push(4, push(3, push(5, push(2, push(1,[]))))))). Cet ap-
pel réussi parce qu’a la FIGURE 2.35a la nouvelle ligne historique ne croise
pas 'axe des abscisses. Nous pouvons voir & la FIGURE 2.35b le résultat
de I'appel

chg(2, pop(), (2, pop(push(4, push(3, pop(push(2, push(1,[]))))))))-

Tous ces exemples nous aident a deviner la propriété caractéristique d’un
remplacement valide :
— le remplacement d’un dépilage par un empilage, d’un dépilage par
un dépilage, d’'un empilage par un empilage est toujours valide;
— le remplacement d’un empilage par un dépilage a la position k£ > 0
est valide si, et seulement si, la ligne historique entre les mises a
jour 0 et k — 1 se maintient au-dessus ou touche sans la traverser
la ligne horizontale d’ordonnée 2.
Nous pouvons concevoir un algorithme procédant en deux phases. Tout
d’abord, la mise & jour qui doit étre a remplacée doit étre localisée, mais,
la différence avec very/3 est que nous pourrions avoir besoin de savoir si
la ligne historique, avant d’atteindre la mise & jour, est bien entiérement
située au-dessus de la ligne horizontale d’ordonnée 2. Ceci est facile a
vérifier si nous conservons, & travers les appels récursifs, 'ordonnée la
plus petite atteinte par la ligne. La seconde phase, quant a elle, substitue
la mise & jour et vérifie que ’histoire résultant est valide.
Reéalisons la premiére phase. D’abord, nous projetons n et h hors de
(n, h) de maniére a économiser un peu de mémoire, et 'ordonnée la plus
basse est n, que nous passons comme un argument supplémentaire a une
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autre fonction chg/5 :
Chg(k7 U, <n7 h’>) - Chg(ka u,n, h7 n)

La fonction chg/5 traverse h tout en décrémentant k, jusqu’a ce que
k = 0, ce qui signifie que la mise & jour a été trouvée. En méme temps,
la longueur de la version courante est calculée (troisiéme argument) et
comparée a la précédente ordonnée la plus basse (cinquiéme argument),
qui est mise & jour en conséquence. Nous pourrions essayer le canevas
suivant :

chg(0,u,n,hy,m) - 1;
chg(k,u,n, pop(h), m) — chg(k — 1,u,n + 1, h,m);
chg(k, u,n, push(z, h),m) — chg(k — 1,u,n — 1, h,m), sim < n;
chg(k, u,n, push(x, h),m) — chg(k — 1,u,n — 1,h,n — 1).

Le probléme est que nous oublions I’histoire jusqu’a la mise a jour
recherchée. Deux techniques sont envisageables pour la conserver : soit
nous utilisons un accumulateur et nous nous conformons & une définition
avec des appels terminaux (conception a petits pas), soit nous remettons
a sa place une mise a jour apreés la conclusion d’un appel récursif (concep-
tion a grand pas). La seconde option est plus rapide, car il n’y a pas alors
besoin de retourner I’accumulateur quand nous avons fini; la premiére
option nous permet de partager I’histoire jusqu’a la mise & jour quand
I’histoire résultante est structurellement équivalente, en payant le prix
d’un argument supplémentaire qui est ’histoire originelle. Nous avons
déja rencontré ce dilemme quand nous avions comparé sfst/2 et sfsty/2
a la section 2.3, page 44. Choisissons une conception & grands pas, a la
FIGURE 2.36. Remarquons comment la longueur n’ de la nouvelle histoire
est simplement passée vers le bas dans les régles d’inférence. Elle peut
facilement étre comprise :

chg(k — 1,u,n +1,h,m) — (0, 1)
chg(k,u, . pop(h). m) — (i pop(H)}
chg(k —1,u,n —1,h,m) — (0, 1) m<n

chg(k, u, n, push(z, h),m) — (n', push(z, h'))

chg(k — 1,u,n — 1,h,n —1) — (n’, h')

chg(k, u, n, push(z, h),m) — (n’, push(z, h'))

chg(0, u,n, h,m) — rep(u, h, m)

FIGURE 2.36 — Changer une version antérieure (grands pas)
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— remplacer un dépilage par un dépilage ou un empilage par un em-
pilage laisse la longueur originelle invariante ;
— remplacer un dépilage par un empilage accroit la longueur originelle
de 2
— remplacer un empilage par un dépilage, en supposant que cela soit
valide, fait décroitre la longueur originelle de 2
Cette tache est dédiée a la fonction rep/3 (anglais, replace), qui réalise
la seconde phase. Le dessein est de lui faire construire une paire faite de
la différence de longueur d et de la nouvelle histoire h’ :

rep(pop(), pop(h), m) — (0, pop(h));
rep(push(z), push(y, h), m) — (0, push(z, h));
rep(push(z), pop(h), m) — (2, push(z, h));
rep(pop(), push(y, h), m) — (—2, pop(h)).

Cette définition implique que nous devons redéfinir chg/3 comme suit :

chg(k,u,n, h,n) — (d,h’)
chg(k,u, (n, h)) - (n+d,h')

2.8 Tri optimal

Trier consiste & arranger une suite donnée d’objets, appelés clés, pour
qu’ils satisfassent un ordre prédéfini. D’aprés Knuth (1998a), Les pre-
miers algorithmes de tri ont été inventés et automatisés dans des tabula-
teurs & la fin du dix-neuviéme siécle pour I'établissement du recensement
des Etats-Unis d’Amérique.

Permutations Nous avons vu page 9 que le colit moyen d’un algo-
rithme de tri opérant par comparaisons est défini comme étant la moyen-
ne arithmétique des cofits du tri de toutes les permutations d’une taille
fixe. Une permutation de (1,2,...,n) est un n-uplet (ay,az,...,a,) tel
que a; € {1,...,n} et a; # a; pour tout i # j. Par exemple, toutes les
permutations de (1,2, 3) sont

(1,2,3) (1,3,2) (2,1,3) (2,3,1) (3,1,2) (3,2,1).

Etant donné toutes les permutations de (1,2,...,n — 1), construisons in-
ductivement toutes les permutations de (1,2,...,n). Si (a1, a2, ...,a,—1)
est une permutation de (1,2,...,n — 1), alors nous pouvons construire
n permutations de (1,2,...,n) en insérant n entre toutes les paires d’ob-
jets consécutifs dans (ay,as2,...,a,-1) :

(n,a1,a2,...,an-1) (a1,m,a2,...,an-1) ... (a1,a2,...,an_1,M).
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max

k2 — - )

0 % % %
0 1 kmax n k

FIGURE 2.37 — Parabole P(k) := k(n+1— k)

Par exemple, il est clair que toutes les permutations de (1, 2) sont (1,2) et
(2,1). La méthode nous conduit de (1,2) a (3, 1,2), (1,3,2) et (1,2,3) ; et
de (2,1)a(3,2,1),(2,3,1) et (2,1, 3). Si nous nommons p,, le nombre de
permutations de n éléments, nous tirons de ce qui précéde la récurrence

Pn = N - Pn—1, qui, avec 'ajout de I’évidente égalité p; = 1, produit
pn = n!l, pour tout n > 0, exactement comme nous nous y attendions.
Si les n objets & permuter ne sont pas (1,2,...,n) mais, par exemple,

(b,d,a, c), il suffit alors simplement d’associer & chacun d’eux leur index
dans le n-uplet, par exemple b est représenté par 1, d par 2, a par 3
et ¢ par 4, donc le n-uplet est associé a (1,2,3,4) et, par exemple, la
permutation (4, 1,2, 3) est alors le codage de (c,b,d, a).

Factorielle Nous avons rencontré la fonction factorielle dans l'intro-
duction et ici encore. Voici un simple calcul, proposé par Graham et al.
(1994), pour caractériser sa croissance asymptotique :

n!2:(1-2-...-n)(n-...-2-1):ﬁkz(n—i—l—k).
k=1

La parabole P(k) := k(n+1—k) = —k%+ (n+1)k atteint son maximum
14 o sa dérivée s’annule : P/ (kmax) = 0 < kmax = (n+1)/2. L’ordonnée
correspondante est P(kmax) = ((n+1)/2)? = k2. Quand k varie de 1
a n, 'ordonnée minimum, n, est atteinte aux points d’abscisses 1 et n,

comme le montre la FIGURE 2.37. Donc, 1 < k < kpax implique

1 2
P(1) < P(k) < P(kuax), Clest-a-dive, n < k(n+1-k) < <n; ) .
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En multipliant les c6tés pour des valeurs de la variable k décrivant 1’in-
tervalle discret [1..n] produit

n n 2 2n n
1 1 1
n":gngn!2<g<n; >:<“; ) énn/zgn!<<”; ) .

11 clair maintenant que n! est exponentielle, donc sa croissance asympto-
tique domine celle de tout polynéme. Concrétement, une fonction dont
le cofit est proportionnel & la factorielle est inutile méme pour de pe-
tites données. Pour les cas ot une équivalence est préférée, la formule de
Stirling affirme

n! ~n"e "V 2mn. (2.14)

Dénombrer les permutations Nous voulons écrire un programme
qui forme toutes les permutations d’une pile donnée. Nous définissons la
fonction perm/1 telle que perm(s) est la pile de toutes les permutations
des éléments de la pile s. Nous allons employer la méthode inductive
vue ci-dessus et qui opérait en insérant un nouvel objet dans tous les
intervalles possibles d’'une permutation plus courte.

perm([]) % [J;  perm([z]) 2 [[a]};  perm([z|s]) > dist(x, perm(s)).

La fonction dist/2 (distribuer) est telle que dist(x, s) est la pile de toutes
les piles obtenues en insérant 1’élément = & toutes les positions dans la
pile s. Puisqu’une telle insertion dans une permutation de longueur n
résulte en une permutation de longueur n + 1, nous devons ajouter ces
nouvelles permutations a celles de méme longueur déja formées :

dist(z, []) 2 [];  dist(z, [p|t]) = cat(ins(x, p), dist(z, 1)).

L’appel ins(z, p) calcule la pile de permutations qui résultent de I'inser-
tion de x & toutes les positions dans la permutation p. Par conséquent,
il vient

ins(a, [1) % [[e]l; ins(a, i) % [, ] s] [ push(j, ins(z ).
ou la fonction push/2 (a4 ne pas confondre avec la fonction de méme
nom et arité a la section 2.7) est telle que tout appel push(z,t) empile

I’élément x sur toutes les permutations de la pile de permutation ¢. Leur
ordre reste invariant :

push(z,[]) % [J;  push(z, [p|¢]) % [[|p] |push(z, )].
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Maintenant, nous pouvons produire toutes les permutations de (4,1, 2, 3)
ou (c,b,d,a) en appelant perm([4, 1,2, 3]) ou perm([c, b, d, a]). Nous pou-
vons remarquer qu’aprés la formation des permutations de longueur n+1,
les permutations de longueur n ne sont plus nécessaires, ce qui permet
a un environnement d’exécution de réutiliser la mémoire correspondante
pour d’autres usages (un processus appelé glanage de cellules). En ce qui
concerne les coiits, la définition de push/2 implique

(4
CPUSh : Czlfl Z14CP%" avecn > 0.

Nous déduisons aisément C’ZUSh = n + 1. Nous savons que le résultat de

ins(z, p) est une pile de longueur n+1 si p est une permutation de n objets
dans laquelle nous insérons un objet supplémentaire x. Par conséquent,
la définition de ins/2 donne lieu aux récurrences suivantes :

Crs 1 s 214+ CP O =34 k40", ouk>0

et C'"S est le cott de ins(z, p) avec p de longueur k. En sommant membre
a membre pour toutes les valeurs de k allant de 0 an — 1, avecn > 0 :

n—1
oo = Z3+Zk+Zc'"S.
k=0 k=0

k=0

En éliminant les termes identiques dans Zz;(l) C}:jl et Zz;é Ci"s nous
déduisons

Cirs = 3n + in(n—1) +Cins = n?+3n+1.

Cette derniére équation est en fait valide méme si n = 0. Soit Cgift le cotit
de la distribution d’un élément parmi n! permutations de longueur n.
La définition de dist/2 montre qu’elle itére des appels a cat/2 et ins/2
dont les argument sont toujours de longueur n + 1 et n, respectivement,
parce que toutes les permutations traitées ici ont la méme longueur. Nous
déduisons, pour k > 0, les récurrences suivantes :

Cgist g 1’ C;‘iijtl £ 1+C;$1+C;lns Cdlst 7’L + 7’L+4+Cgi5t,

puisque nous savons déja que CS?* = n + 1 et nous connaissons la valeur
de Cj{‘s. En sommant membre & membre la derniére équation pour toutes
les valeurs de k allant de 0 & n! — 1, nous pouvons éliminer la plupart
des termes et obtenir une définition non-récurrente de Cd'St :

n!—1 n!—1 n!—1

Yool = ) (;n n n+4) > i
k=0

k=0
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Cdlst —

1 7 1
<2n + n+4>n'—i—Cd'St 2(n + 7n +8)n! + 1.

Evaluons finalement le cott de perm(s), noté C,';erm, ol k est la longueur
de la pile s. D’aprés les régles de a & 7y, nous déduisons les équations
récurrentes suivantes, ot k > 0 :

Cperm o

perm 7
Ck+1 -

1, iy
1+ CP™ + Cpit = S(K* + Tk + 8)k! + 2+ CP°™.

Sommant membre a membre, la plupart des termes s’annulent :

n—1
perm __
§ :Ck-i-l -
k=1
perm __
cherm =

n—1 n—1

(k:2+7k+8 LY 2+ e,
k=1 k=1

N | —
3
I

S x>
Il

[\MH

_

(k* + Tk + 8)k! +2(n — 1) + CP*™

i

RMH

_

((k +2)(k + 1) + 6 + 4k)k! + 2n — 1

S x>
Il

[\Eﬁl—l

_

n—1 n—1
(k+2)(k+ 1kl +3) kI +2) kkl+2n—1
k=1 k=1
n—1 n—1
(/~c+2 +33 k42 kkl+2n -1
k=1 k=1
n—1

'+3Zk'+22kk'+2n—1
k=3 k=1 k=1
n—1 n—1

1 7 5
2(n+2)n!+2;k!+2;kk!+2n—2.

T

N | =
3 >
+||M
_ = —_ =

N | =

Cette derniére équation est en fait valide méme si n = 1. Une des sommes
a une forme close simple :

n—1

=> ((k+1)! =& Zk' Zkv—n'—1

k=1

Précisons alors notre dérivation précédente :

perm __
Crem =

1nn!+n!—l—7§k!+2(n!—l)+2n—5
2 2 £ 2
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1 '+3n!+2 9+7nz:1k:' oun>0
= —nn. mn. n — — — . u n .
2 2 zkfl ’

La somme restante est appelée la factorielle gauche (Kurepa, 1971) et
elle est notée habituellement comme suit :

n—1
In = Zk!, avec n > 0.
k=1

Malheureusement, on ne connait pas de forme close pour la factorielle
gauche. C’est en fait une situation courante lorsque I'on détermine le
cotlit de fonctions relativement complexes. La meilleure suite & adopter
est alors de trouver une approximation asymptotique du cott. D’abord,
n! <!(n 4+ 1). Ensuite,

I(n+1)—n! < (n—2)-(n—=2)!+(n—1)! < (n—1)-(n—2)!14+(n—1)! = 2(n—1)!

Par conséquent,

(n+1) o n!+2(n —1)!

2
1< < 142 = ln~(n-1)
n

n! n!

Nous avons (n + 1)! = (n + 1)n!, dott (n + 1)!/(nn!) = 14+ 1/n, et
nn! ~ (n+ 1)!. Donc,

1 7 9 1
CRm ~ S+ 1)l 30l + S(n = 1)+ 20 — o~ S(n+1))!

C’est un programme a la lenteur insupportable, comme on s’y attendrait.
Nous ne devrions méme pas espérer calculer facilement Cf;'™ et il n'y
a pas moyen d’améliorer significativement le cotit parce le nombre de
permutations qu’il forme est intrinséquement exponentiel, donc il suffirait
ne serait-ce que d’un appel de fonction par permutation pour tout de
méme engendrer un colit exponentiel. En d’autres termes, la mémoire
nécessaire pour contenir le résultat a une taille qui est exponentielle
en fonction de la taille de la donnée, parce qu’au moins un appel de
fonction par permutation est nécessaire. Pour une étude approfondie du
calcul de toutes les permutations d’une taille donnée, se référer au travail
encyclopédique de Knuth (2011).

Permutations et tri Les permutations sont un sujet digne d’étre étu-
dier en détail & cause de leur lien intime avec le tri. Une permutation peut
étre congue comme le bouleversement de clés originellement ordonnées et
une permutation de tri les remet & leur place. Une notation légérement
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différente pour les permutations se révéle utile ici, une qui montre les in-
dex et les clés ensemble. Par exemple, au lieu d’écrire m = (2,4, 1,5,3),

nous écrivons
(1 2 3 4 5
Mm=\2 415 3)

La premiére ligne est faite des index ordonnés et la seconde ligne contient
les clés. En général, une permutation m = (a1, ag, ..., a,) équivaut a

o 1 2 .. n
S \rm(1) w(2) ... w(n))’
ou a; = 7(i), pour tout ¢ allant de 1 & n. La permutation suivante 7

trie les clés de 7 :
1 2 3 4 5
Ty = .
315 2 4

Pour voir comment, nous définissons la composition de deux permuta-
tions m, et m, ainsi :

B 1 9 n
oo <m,<m<1>> m(ma(2) - m,m(n)))'

Alors g o m = Z, ou la permutation identité T est telle que Z(k) = k,
pour tous les index k. En d’autres termes, 7, = 7 L ¢est-a-dire que
trier une permutation consiste a construire son inverse :

<12345>O<12345>_<12345>
3 1 5 2 4 2 41 5 3 1 2 3 4 5)°
Une autre représentation graphique des permutations et de leur com-
position se fonde sur la vue qu’elles sont des bijections d’un intervalle
discret sur lui-méme. On parle alors de graphes bipartis, aussi appelés bi-
graphes. De tels graphes sont faits de deux ensembles disjoints de nceuds
de méme cardinal, les index et les clés, et les arcs joignent un index et
une clé, sans partager des nocuds avec d’autres arcs. Par exemple, la
permutation m; est montrée & la FIGURE 2.38a page suivante et son
inverse m, ! est visible a la FIGURE 2.38b page suivante. La composition
de 7 Let m1 est obtenue en identifiant les clés de 7 avec les index de 7 1,
comme montré a la FIGURE 2.39a page suivante. La permutation identité
est obtenue en remplagant deux arcs adjacents par leur cléture transitive

et en effagant le noeud intermédiaire, comme montré a la FIGURE 2.39b
page suivante. Notons qu’une permutation peut étre son propre inverse,

comimme
/12345
™=\3 41 2 5)"
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1 2 3 4 )
1 2 3 4 5)
(a) Bigraphe de m = (2,4,1,5,3) (b) Bigraphe de n; ' = (3,1,5,2,4)

FIGURE 2.38 — Permutation 7; et son inverse 711_1

5 1 4

]: I

1 2 3 4 5 1 4
Vs

(a) m;tom by Z =77 om

—

2 3 4

[e]

N Oe—0 I\
W oe—O0 W
Ol O0e————0 Ut

FIGURE 2.39 — Application de m; & 7r1_1.

A la FIGURE 2.40 est montré que 3 o 13 = m3, donc 73 est une involution.

L’étude des permutations et de leur propriétés fondamentales permet
de comprendre les algorithmes de tri et, en particulier, leur colit moyen.
Elle permet aussi de quantifier le désordre. Etant donné (1,3,5,2,4),
nous voyons que seules les paires de clés (3,2), (5,2) et (5,4) ne sont
pas ordonnées. En général, étant donné (ay,as, ..., ay), les paires (a;, a;)
telles que ¢ < j et a; > a; sont appelées inversions. Plus il y a d’inver-
sions, plus le désordre est grand. Sans surprise, la permutation identité
ne posséde aucune inversion et la permutation m = (2,4,1,5,3), que
nous avons étudiée précédemment, en a 4. Lorsque nous considérons les
bigraphes de permutations, une inversion correspond & l'intersection de
deux arcs, plus précisément, elle est la paire constituée des clés poin-

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

o o I J; J; ;I>

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
(a) m30ms (b) 73 073

FIGURE 2.40 — L’involution 73 se trie elle-méme
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al?ag
/ \
az?ag az?ag
</ \> </ \>
(a1,a2,a3) ai?a3 ai?a3 (a3, az,ay)
< >

N\ o

(a1,a3,a2) (asz,a1,az) (az,a1,a3) (az,as,ar)

FIGURE 2.41 — Un arbre de comparaisons pour trois clés

tées par deux arcs. Par conséquent, le nombre d’inversions est le nombre
de croisement d’arcs, donc, par exemple, 7 1 a 4 inversions. En fait,
I'tnverse d’une permutation a le méme nombre d’inversions que la per-
mutation elle-méme. Cela est clairement vu par la comparaison des bi-
graphes de m et 7 13 la FIGURE 2.38 page précédente : pour déduire
le bigraphe de 7 1" de celui correspondant a 7y, inversons 'orientation
de chaque arc, puis échangeons les index et les clés, c’est-a-dire les deux
lignes de nceuds. Une autre fagon est d’imaginer que nous plions vers les
bas la feuille de papier le long de la ligne des clés, puis regardons a travers
et inversons les arcs. De toute fagon, les intersections sont invariantes. La
symétrie horizontale est évidente aux FIGURES 2.39a et 2.40a.

Minimiser le colGt maximum Aprés 'analyse du cott d'un algo-
rithme de tri opérant par comparaisons, nous aurons besoin de savoir
dans quelle mesure son efficacité est proche de celle d’un algorithme
optimal. Le premier probléme théorique que nous examinerons est ce-
lui de minimiser le colit maximum. La FIGURE 2.41 montre I'arbre de
toutes les comparaisons possibles pour trier trois nombres. Les neuds
externes sont toutes les permutations de (a1, az, as). Les neuds internes
sont des comparaisons entre deux clés a; et a;, notée a;?a;. Remarquons
que les feuilles, dans ce cadre, sont les nceuds internes avec deux enfants
qui sont des nceuds externes. Si a; < a;, alors cette propriété est vraie
partout dans le sous-arbre gauche, sinon a; > a; est avérée dans le sous-
arbre droit. Cet arbre n’est qu’un arbre parmi d’autres : il correspond
a un algorithme qui commence par comparer a; et as et il y a, bien
str, bien d’autres stratégies. Mais il ne contient pas de comparaisons
redondantes : si un chemin de la racine a une feuille inclut a; < a; et
a;j < ay, nous n’avons pas besoin d’y trouver la comparaison a; < ay. La
FIGURE 2.42 page suivante montre un arbre de comparaisons avec une
telle comparaison redondante. Le nceud externe spécial | ne correspond
a aucune permutation parce qu'une comparaison a1 < as ne peut échouer
car elle est impliquée par transitivité par les comparaisons précédentes
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al?ag
</ >
ag?ag
f?/ >
al?ag

FIGURE 2.42 — Inutilité de a1 > ag

sur le chemin depuis la racine.

Un arbre de comparaisons non-redondantes pour n clés a
n! neuds externes.

Etant donné que nous étudions ici comment trier n clés avec un nombre
minimum de comparaisons, nous considérerons par la suite les arbres
de comparaisons optimaux avec n! nceuds externes. De plus, parmi eux,
nous voulons déterminer les arbres pour lesquels le nombre maximum de
comparaisons est minimum.

Un chemin externe est un chemin de la racine & un nceud externe.
Nous dirons que la hauteur d’un arbre est la longueur, comptée en
nombre d’arcs, de son chemin externe le plus long. A la FIGURE 2.41,
la hauteur est 3 et il y a 4 chemins externes de longueur 3, par exemple
(a1 < ag) = (a2 > a3z) = (a1 > az) — (a3, a1,a2).

La contrainte de maximalité signifie que nous devons porter notre at-
tention sur la hauteur de I’arbre de comparaisons parce que le nombre de
nceuds internes (comparaisons) le long des chemins externes maximaux
est un majorant du nombre de comparaisons nécessaires pour trier toutes
les permutations.

La contrainte de minimalité dans I’énoncé du probléme signifie alors
que nous voulons un minorant de la hauteur d’un arbre de comparaisons
avec n! neuds externes.

Un arbre binaire parfait est un arbre binaire dont les noeuds in-
ternes ont des enfants qui sont deux noeuds internes ou bien deux nceuds
externes. Si un tel arbre a hauteur h, alors il a
2" neeuds externes. Par exemple, la FIGURE 2.43
illustre le cas ol la hauteur h est 3 et nous consta-
tons quil y a en effet 2" = 8 noeuds externes, fi-
gurés par des carrés. Puisque, par définition, les
arbres minimisant les comparaisons ont n! noeuds FIGURE 2.43 — Arbre
externes et hauteur S(n), ils contiennent néces- binaire parfait de
sairement moins de noeuds externes qu’un arbre hauteur 3
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binaire parfait de méme hauteur, ¢’est-a-dire que n! < 25" donc
S(n) = [lgn!],

ou [x] (partie entiére par excés de x) est le plus petit entier qui est plus
grand ou égal a z. Pour obtenir un bon minorant de S(n), nous avons
besoin du théoréme suivant, admis sans démonstration.

Théoréme 1 (Somme et intégrale). Soit f: [a,b] — R une fonction
croissante, monotone et intégrable au sens de Riemann. Alors

b—1 b b
S k) < / fayds < S Fk). .
k=a a

k=a+1
Prenons a :=1, b:=n et f(z):=lgx. Le théoréme implique donc
n 1 n -
nlgn — ) + "o /1 lgxdr < glgk =lgn! < S(n).

Une approche plus puissante mais bien plus compliquée, connue sous
le nom de sommation d’Euler-Maclaurin, produit la formule de Stirling
(Sedgewick et Flajolet, 1996, chap. 4), un grand minorant de lgn! :

1 n
1 LIS P 1 < S(n). .
(n+2>lgn 1n2+lg 2 <lgn! < S(n) (2.15)

Minimiser le cotit moyen Nous examinons ici la tache consistant a
minimiser le cotit moyen. Nommons longueur externe la somme des lon-
gueurs de tous les chemins externes d’un arbre donné. Le nombre moyen
de comparaisons est la longueur externe moyenne. A la FIGURE 2.41
page 91, elle vaut (2 + 3+ 3+ 3+ 3 + 2)/3! = 8/3. Notre probléme ici
est donc de déterminer la forme de I’arbre de comparaisons optimal de
longueur externe minimum.

Ces arbres ont leurs noeuds externes sur un ou deux niveaux successifs
et sont donc presque parfaits. Pour comprendre pourquoi, considérons un
arbre binaire ne vérifiant pas cette propriété, donc ses noeuds externes
les plus prés de la racine sont situés au niveau [ et ceux les plus prés des
feuilles sont au niveau L, avec L > [ + 2. Si nous échangeons une feuille
au niveau L — 1 avec un nceud externe au niveau [, la longueur externe
est diminuée de la quantité (I+2L) — (2(I+1)+(L—-1))=L—-1—-1> 1.
En répétant ces échanges, on abouti & la forme annoncée.

Les chemins externes sont faits de p chemins se terminant au pénul-
tiéme niveau h — 1 et de ¢ chemins finissant au niveau le plus bas h.
(La racine a pour niveau 0.) Cherchons deux équations dont les solutions
sont p et gq.
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— D’aprés le probléme ci-dessus de la minimisation du cofit maxi-
mum, nous savons qu’'un arbre de comparaison optimal de n clés
a n! nceuds externes : p + ¢ = nl.
— Si nous remplagons les nceuds externes au niveau h — 1 par des
feuilles, le niveau h devient complet, avec 2" nceuds externes, donc
2p +q = 2",
Nous avons maintenant deux équations linéaires satisfaites par p et g,
dont les solutions sont p = 2" —n! et ¢ = 2n! — 2". De plus, nous
pouvons maintenant exprimer la longueur externe minimum comme suit :
(h —1)p+ hq = (h+1)n! — 2~
Finalement, nous devons déterminer la hauteur h de ’arbre en fonc-
tion de n!. Ceci peut étre accompli en remarquant que, par construction,
le dernier niveau peut étre incomplet, donc 0 < ¢ < 2", ou, de maniére
équivalente, h = [lgn!]. Nous concluons que la longueur externe mini-
muin est

(Mgn!] 4 1)n! — 2Me,

Soit M (n) le plus petit nombre moyen de comparaisons effectuées par
un algorithme de tri optimal. Nous avons alors

M(n) = [lgnl] +1 — —2Nen!],
n:

Puisque [lgn!] = lgn! 4+ z, avec 0 < x < 1, si nous posons la fonction
O(x) := 14 x — 2%, nous déduisons

M(n) =lgn! + 0(x).
Nous avons maxg<z<1 0(x) =1 — (1 +1Inln2)/In2 ~ 0.08607, donc

lgn! < M(n) <lgn!+0.09. (2.16)



Chapitre 3

Tri par insertion

Si nous avons une pile de clés totalement ordonnées, il est aisé d’y
insérer une clé de plus de telle sorte que le pile reste ordonnée : il suffit
pour cela de la comparer avec la clé au sommet, puis, si nécessaire, avec
la clé en dessous, la suivante etc. jusqu’a trouver sa place. Par exemple,
I'insertion de 1 dans [3,5] commence par la comparaison entre 1 et 3 et
résulte en [1,3,5], sans avoir besoin de comparer 1 et 5. L’algorithme
appelé tri par insertion (Knuth, 1998a) consiste a insérer ainsi les clés
une par une dans une pile originellement vide. Une analogie ludique est
celle du tri d’'une main dans un jeu de cartes : chaque carte, de gauche a
droite, est comparée et déplacée vers la gauche jusqu’a ce qu’elle atteigne
sa place.

3.1 Insertion simple

Soit ins(s,z) (& ne pas confondre avec la fonction de méme nom et
arité a la section 2.8) la pile ordonnée de fagon croissante et résultant de
Vinsertion simple de x dans la pile s. La fonction ins/2 peut étre définie
en supposant une fonction minimum et maximum, min/2 et max/2 :

ins(z, []) — [z]; ins(z, [y|s]) — [min(z,y) |ins(max(z,y), s)].

Restreignons-nous temporairement au tri des entiers naturels par ordre
croissant. Nous devons fournir des définitions qui calculent le minimum
et le maximum :

max(0,y) — v; min(0,y) — 0;

max(z,0) — x; min(z,0) — 0;

max(z,y) = 1+ max(z — 1,y —1). min(z,y) = 1+ min(z — 1,y — 1).

Bien que cette approche s’accorde bien avec notre langage fonctionnel,
elle est & la fois lente et encombrante, donc il vaut mieux étendre notre

95
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isrt([3,1,2])

1, 2fins([],3)]
[1,2,3].

Pz b - m s I I

FIGure 3.1 —isrt([3,1,2]) — [1,2, 3]

langage de telle sorte que les régles de réécriture soient sélectionnées par
filtrage seulement si une comparison optionnelle est vraie. Nous pouvons
alors définir isrt/1 (anglais, insertion sort) et redéfinir ins/2 comme

(1) =1
s]) =i

)

ins([y| s], x) % [y|ins(s, )], si x = y; isrt( ]
| ns(isrt(s), z).

ins(s,x) = [z]s]. isrt([z

1= ix:

Considérons un court exemple a la FIGURE 3.1.

Soit C¥™ le cotit du tri par insertion simple de n clés, et Ci" le coiit de
I'insertion d’une clé dans une pile de longueur ¢. D’aprés le programme
fonctionnel, nous dérivons les récurrences suivantes :

Cit £ 1; L 1O ot

L’équation (£) suppose que la longueur de isrt(s) est la méme que celle
de s et que la longueur de ins(s,x) est la méme que celle de [z |s]. Nous

en déduisons
n—1

Ct=14n+> C (3.1)
=0
Un coup d’ceil & la définition de ins/2 révéle que C;”s ne peut étre ex-
primé en termes de ¢ uniquement parce qu’il dépend de l'ordre relatif
des clés. Ainsi, nous devons nous contenter des cofits minimum, maxi-
mum et moyen.

Cott minimum Le meilleur des cas se passe de la régle x. En d’autres
termes, & la régle v, chaque clé x insérée dans une pile triée non-vide
isrt(s) est inférieure ou égale au sommet de la pile. Cette régle insére les
clés dans 'ordre inverse :

isrt([z1,...,2n)) = ins(ins(... (ins([], zp) ... ), x2), x1). (3.2)
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Par conséquent, le codt minimum est atteint pour une pile donnée qui
est déja triée en ordre croissant, c’est-a-dire que les clés dans le résultat
sont croissantes, mais peuvent étre répétées. Alors B"S = |\ = 1 et
I’équation (3.1) implique que le tri par insertion simple a un coit linéaire
dans le meilleur des cas :

Bt = 2n +1 ~ 2n.

Cott maximum Le pire des cas fait usage le plus possible de la régle «,
ce qui implique que le pire des cas se produit lorsque la pile donnée est
triée par ordre décroissant. Nous avons alors

WIS — |k"\| = n + 1.

Aprés substitution des cotits maximums dans I’équation (3.1) page précé-
dente, nous voyons que le tri par insertion simple a un cotit quadratique
dans le pire des cas :

1 3 1
Wlsrt n + n +1~ 5 2.
Une autre fagon consiste & prendre la longueur de la trace maximale :

n—1

v H KA =

=0

Wit = % u|+Z|f~c’A| fn + n+1

Ce coiit ne devrait pas nous surprendre parce que isrt/1 et revy/1, a la
section 2.2, produisent la méme sorte de réécritures partielles, comme
on peut le constater en comparant (3.2) page ci-contre et (2.4) page 42,
et aussi C = W™ oil n est la taille de leur premier argument. Par
conséquent, Wit = Wrevo,

Cotit moyen Le colit moyen satisfait I’équation (3.1) parce que toutes

les permutations (z1,...,z,) sont également probables, donc
n—1
At =14n+ ) AP (3.3)
i=0

Sans perte de généralité, on dira que Aiins est le cofit pour 'insertion de la
clé i+1 dans toutes les permutations de (1,...,1), divisé par i+ 1. (C’est
ainsi que ’ensemble des permutations d’une taille donnée est construit
inductivement a la page 83.) L’évaluation partielle (3.2) a la page 96 a
pour longueur |v"u| = n 4 1. La trace correspondant a I'insertion dans
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une pile vide est p. Si la pile a pour longueur ¢, insérer au sommet a pour
trace A; juste aprés la premiére clé, kA etc. jusqu’apreés la derniére clé,
k'A. 11 vient que le colit moyen pour insérer une clé est, pour ¢ > 0,

. 1 ., i
AP = D WA =5 1 (3.4)
=0

Le cotlit moyen pour insérer n clés dans une pile vide est, par conséquent,
Z?:_Ol Alrs = 12 4 3. Enfin, d’aprés 'équation (3.3) page précédente,
le colit moyen du tri de n clés par insertion simple est

: 1 7
ATt = ZnQ +ant 1.

Discussion Bien que le coiit moyen est asymptotiquement équivalent
a 50% du colit maximum, il est néanmoins quadratique lui aussi. Le coté
positif est que I'insertion simple est plutét efficace quand les clés données
sont peu nombreuses ou presque triées (Cook et Kim, 1980). Il s’agit 1a
d’un exemple typique d’un algorithme de tri adaptatif (Estivill-Castro et
Wood, 1992, Moffat et Petersson, 1992). La mesure naturelle de 'ordre
pour le tri par insertion est le nombre d’inversions. En effet, I’évaluation
partielle (3.2), page 96, montre que les clés sont insérées en ordre inverse.
Donc, a la régle k, nous savons que la clé x était originellement avant y,
mais x > y. Par conséquent, une application de la regle xk élimine une
inwversion des données. Un corollaire est que le nombre moyen d’inversions
dans une permutation aléatoire de n objets est

n—1 7

1 i n(n—1)
S LS
j=0 =0

Exercices

1. Un algorithme de tri qui préserve l'ordre relatif de clés égales est
dit stable. Est-ce que isrt/1 est stable ?

2. Prouvez len([z|s]) = len(ins(z, s)).

3. Prouvez len(s) = len(isrt(s)).

4. Traditionnellement, les manuels sur ’analyse des algorithmes éva-
luent le cotit des procédures de tri en comptant le nombre de com-
paraisons, pas les appels de fonctions. Ce faisant, il est plus facile de

comparer, avec cette méme mesure, des algorithmes de tri trés dif-
férents, du moment qu’ils opérent par comparaisons, et cela méme
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s’il sont mis en ceuvre par différents langages de programmation. (Il
existe des algorithmes de tri qui ne reposent pas sur les comparai-
sons.) Soient BT WisTt et At les nombres minimum, maximum et
moyen de comparaisons nécessaires pour trier par insertion simple
une pile de longueur n. Etablissez

_ — 1 — 1 3
BEt=n—1; Wst=_nn-1); ASt= “n?+in—H,,
2 4 4
ou Hy := Y ;4 1/k est le n® nombre harmonique et, par conven-
tion, Hy := 0. Aide : 'emploi de la régle A implique une comparai-
son si, et seulement si, s n’est pas vide.

Piles ordonnées Comme nous l'avons fait pour la preuve de correction
de cut/2 page 71, nous devons exprimer ici les propriétés caractéristiques
que nous attendons du résultat de isrt/1, d’abord informellement, puis
formellement. Nous pourrions dire : «La pile isrt(s) est totalement ordon-
née de facon croissante et contient toutes les clés présentes dans s, sans
plus.» Cela capture tout ce que 'on attend d’un algorithme de tri.

Soit Ord(s) la proposition « La pile s est triée en ordre croissant.»
Pour définir formellement ce concept, utilisons des définitions logiques
inductives. Nous avons employé cette technique pour définir formellement
les piles, & la page 7, d’'une maniére qui engendre un ordre bien fondé
simple qui est mis & profit par 'induction structurelle, a savoir, [z |s] > x
et [z]s] = s. Ici, nous allons prouver Ord(s) si Ord(t) est vraie pour tout ¢
tel que s > t. Nous avons défini cut/2 a la section 2.6, page 69, en utilisant
la méme technique sur des régles d’inférence. Ces trois cas, structure de
donnée, proposition et fonction, sont des cas particuliers de définitions
inductives. Définissons par construction Ord & I'aide des axiomes ORDq
et OrRD1, et de la régle d’inférence ORDy comme suit :

z <y  Ord([y|s])

Ord([]) OrDg Ord([z]) OrDy ord([z.y]s)) ORD2

Notons que ce systéme est paramétrisé par 'ordre bien fondé (<) sur les
clés défini par ¢ < y :< y = x. La régle OrRDy pourrait étre équivalente
a(x <y A Ord(ly|s])) = Ord([z,y|s]) oux < y = (Ord([y]|s]) =
Ord([z,y|s])) ou z < y = Ord([y|s]) = Ord([x,y|s]). Puisque 'en-
semble des piles ordonnées est exactement engendré par ce systéme, si
I'énoncé Ord([z,y|s]) est vrai, alors, nécessairement, ORDy a été utilisée
pour le produire, donc x < y et Ord([y|s]) sont vrais aussi. Cet usage
d’une définition inductive est appelé un lemme d’inversion et peut étre
compris comme l'inférence d’une condition nécessaire pour une formule
putative, ou comme une analyse par cas sur une définition inductive.
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Piles équivalentes La seconde partie de notre définition informelle
ci-dessus était : «La pile isrt(s) contient toutes les clés de s, sans plus.»
Ici encore, nous avons affaire & une conjonction de deux propositions. La
premiére correspond & : «La pile s contient toutes les clés de la pile ¢,
sans plus.» Les permutations nous permettent de préciser le propos :
«Les piles s et t sont des permutations I'une de 'autre,» ce que nous
notons s =~ t et t =~ s. Le role de s ne différant en rien de celui de t, la
relation (=) doit étre symétrique : s ~ t = t ~ s. De plus, la relation
en question doit étre transitive : s =~ u et u ~ t impliquent s ~ t. Nous
voulons aussi que (/) soit réflexive, c’est-a-dire s ~ s. Par définition, une
relation binaire qui est réflexive, symétrique et transitive est une relation
d’équivalence.

La relation (/) peut étre définie de différentes maniéres. Le dessein
que nous poursuivrons ici consiste & définir une permutation comme une
série de transpositions, c’est-a-dire d’échanges de clés adjacentes. Cette
approche est privilégiée ici parce qu’on peut concevoir I’insertion simple
comme ’empilement d’une clé, suivi d’une suite de transpositions jusqu’a
ce que 'ordre total soit rétabli.

[] ~ [] PnIL [z,y]|s] = [y, x|s] Swap

st S~ U u~t
——— PUSH TRANS
[z]s] =~ [z]t] st

Les régles PNIL et Swap sont des axiomes, la deuxiéme étant synonyme de
transposition. La régle TRANS est la transitivité et offre un exemple avec
deux prémisses, donc une dérivation ou elle apparait est un arbre binaire,
comme on peut le constater & la FIGURE 3.2. Les arbres de preuves, a la
différence des autres arbres, sont dessinés avec leur racine vers le bas de
la figure.

Nous devons maintenant prouver la réflexivité de (=), c’est-a-dire
Refl(s): s & s, par induction sur la structure de la dérivation. La diffé-
rence avec la preuve de la correction de cut/2, page 71, est que 1'hypo-
thése d’induction s’applique aux deux prémisses de TRANS. Par ailleurs, le

[1,2] = [2,1] Swap SWAP
Pusn |
3,1,2] =~ [3,2,1] [3,2,1] =~ [2,3,1] SwaP PusH SwaP
TRANS N\ /
[37 17 2] ~ [27 37 1] TRANS
(a) Arbre étendu (b) Arbre taillé

FIGURE 3.2 — Arbre de preuve de [3,1,2] ~ [2, 3, 1]
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théoréme n’est pas explicitement une implication. Tout d’abord, nous éta-
blissons la véracité de Refl aux axiomes (les feuilles de 'arbre de preuve)
et nous continuons avec l'induction sur les autres régles d’inférence, qui
démontre que la réflexivité est préservée lorsque 'on se déplace vers la
racine.

— L’axiome PNIL prouve Refl([]) ; 'axiome Swap prouve Refl([z, z|s]).

— Supposons alors que Refl soit vrai pour la prémisse de PusH, ¢’est-
a-dire, s = t. Clairement, la conclusion implique Refl([z|s]).

— Supposons que Refl soit vrai pour les deur antécédents de PusH,
c’est-a-dire, s = u = t. La conclusion conduit a Refl(s). O

Prouvons maintenant la symétrie de (=) en employant la méme tech-

nique. Soit Sym(s,t): s &t = t &~ s. Nous avons affaire & une implica-
tion ici, donc supposons s =~ t, c¢’est-a-dire que nous avons un arbre de
preuve A dont la racine est s ~ t, et établissons alors t &~ s. Dans la
suite, nous surlignons les variables du systéme d’inférence.

— Si A se termine avec PNIL, alors [| = s = ¢, ce qui implique trivia-
lement ¢ = s.

— Si A se termine avec SwAP, alors [Z,7|3] = s et [y, T|3] = ¢, d’on

/R S.

— Si A se termine avec PusH, alors [Z|3] = s et [Z|¢] = t. L’hypothése
d’induction s’applique a la prémisse, 5 & t, donc t &~ 5 est vrai. Une
application de PusH & cette derniére implique [T |t] = [T |3], c’est-
a-dire, t =~ s.

— Si A se termine avec TRANS, alors I’hypothése d’induction appli-
quée aux prémisses impliquent u =~ s et t & u, qui peuvent étre les
prémisses de la régle TrRaNsS elle-méme et conduisent a ¢t =~ s. [

Correction Tournons maintenant notre attention vers notre objectif
principal, que nous pouvons écrire Isrt(s): Ord(isrt(s)) A isrt(s) ~ s.
Abordons sa preuve par induction sur la structure de s.
— La véracité de la base Isrt([]) est montrée en deux temps. D’abord,
nous avons isrt([]) £ [] et Ord([]) n’est autre que 'axiome ORD.
La conjointe est vraie aussi car isrt([]) = [] < [| =[], ce qui n’est
autre que ’axiome PNIL.
— Supposons Isrt(s) et établissons Isrt([z | s]). En d’autres termes, sup-
posons Ord(isrt(s)) et isrt(s) ~ s. Nous avons

isrt([z|s]) = ins(isrt(s), ). (3.5)

Puisque nous voulons Ord(isrt([z]s])) en supposant Ord(isrt(s)),
nous avons besoin du lemme InsOrd(s): Ord(s) = Ord(ins(s,z)).
Prouver la conjointe isrt([x | s]) = [z | s] en supposant isrt(s) ~
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nécessite le lemme InsCmp(s): ins(s,z) ~ [z | s]. En particulier,

InsCmp(isrt(s)) est ins(isrt(s), z) =~ [z]isrt(s)].

— La régle PusH et 'hypothése d’induction isrt(s) ~ s impliquent
[x]isrt(s)] ~ [z]s].

— Gréce a la transitivité de (=), nous avons ins(isrt(s), ) ~ [z ] 5],
ce qui, avec la réécriture (3.5) donne isrt([x|s]) ~ [z]s] et donc
Isrt([z]s]).

Avec le principe d’induction, nous concluons Vs € S.lsrt(s). O

Insérer ajoute une clé Pour compléter la preuve précédente, nous
devons prouver le lemme InsCmp(s): ins(s,z) ~ [z|s] par induction sur
la structure de s.
— La base InsCmp([]) est vraie parce que ins([], z) 2 [z] ~ [z], en
composant les régles PNIL et PuUsH.
— Supposons InsCmp(s) et déduisons InsCmp([y|s]), ¢’est-a-dire

ins(s,x) =~ [x|s] = ins([y]|s],z) = [z,y]s].

Il y a deux cas a analyser.
— Siy > x, alors ins([y|s], x) 2 [z,y]|s] = [z,y]s], par SWAP;
— sinon, z = y et ins([y|s],z) = [y]ins(s, z)].
— Nous déduisons [y |ins(s,z)] ~ [y, x | s] en employant ’hypo-
these d’induction comme prémisse de la régle PusH.
— Par ailleurs, Swap donne [y, z|s] ~ [z,y]s].
— La transitivité de (=) appliquée aux deux derniers résultats
produit ins([y|s], z) = [z,y]s].
Remarquons que nous n’avons pas eu besoin de supposer que la
pile était triée : ce qui compte ici est que ins/2 n’égare aucune
des clés qu’elle insére, mais un mauvais placement ne serait pas
un probléme. O

Insérer préserve ’ordre Pour compléter la preuve de la correction,
nous devons prouver le lemme InsOrd(s): Ord(s) = Ord(ins(s,x)) par
induction sur la structure de s, ce qui signifie que l'insertion préserve
Iordre des clés dans la pile.
— La base InsOrd([]) est facile a vérifier : nous avons la réécriture
ins([],2) 2 [z] et OrD; est Ord([z]).
— Prouvons InsOrd(s) = InsOrd([x | s]) en supposant

(Ho) Ord(s), (Hy) Ord(ins(s,x)), (H2) Ord([y|s]),

et en dérivant Ord(ins([y|s], z)).
Deux cas résultent de la comparaison entre z et y :
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— Si y = x, alors Hy implique Ord([z,y]s]), par la régle OrDs.
Puisque ins([y | s], x) 2 [z, y]s], nous avons Ord(ins([y|s], z)).
— Sinon, z > y et nous déduisons

ins([y|s],z) = [y]ins(s, z)]. (3.6)

C’est ici que les choses se compliquent parce que nous devons

analyser la structure de s comme suit.

. . A .

— Si s =[], alors [y | ins(s,x)] = [y,x]. Par ailleurs, > v,
I'axiome ORD; et la régle OrRDy impliquent Ord([y, x]), donc
Ord(ins([y|s], ))-

— Sinon, il existe une clé z et une pile ¢ tels que s = [z]].

— Si z > x, alors

lylins(s, 2)] = [ylins([z]t], 2)] > [y, 7, 2|1] = [y, x| s]. (3.7)

Hy est Ord([z]t]), qui, avec z > x et la régle OrRD2, implique
Ord([z, z|t]). Puisque = > y, une autre application de ORD2
produit Ord([y, z, z|t]), c’est-a-dire Ord([y, x| s]). Ceci et la
réécriture (3.7) ont pour conséquence Ord([y|ins(s, z)]). En-
fin, par la réécriture (3.6), Ord(ins([y|s], z)) s’ensuit.

— Le dernier cas a examiner est si x > 2 :

[ylins(s, 2)] =y [ins([z |t], )] = [y, 2| ins(t,z)].  (3.8)

L’hypothése Hs est Ord([y, z|t]), qui, par le lemme d’inver-
sion de la régle OrRDg, conduit a y > z. D’aprés la derniére ré-
écriture, ’hypothése Hj est équivalente & Ord([z|ins(¢, x)]),
qui, avec y >~ z, permet l'usage de la régle OrRDy & nou-
veau, aboutissant a Ord([y, z|ins(¢, x)]). La réécriture (3.8)
alors implique Ord([y |ins(s, z)]), qui, avec la réécriture (3.6)
conduit & Ord(ins([y|s], x)). O

Discussion Peut-étre la caractéristique la plus frappante de la preuve
de correction est sa longueur. Plus précisément, deux aspects pourraient
soulever des questions. D’abord, étant donné que le programme de tri par
insertion n’est long que de quatre lignes et sa spécification (les S; et P;)
consiste en un total de sept cas, il est n’est pas évident qu'une preuve
de cing pages denses augmente notre confiance dans le programme. La
longueur de la preuve peut aussi nous faire douter de sa justesse.

Le premier doute peut étre éclairci en remarquant que les deux par-
ties de la spécification sont disjointes et sont donc aussi aisées a com-
prendre en isolement que le programme lui-méme. De plus, les spécifi-
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cations étant, en général, de nature logique et pas nécessairement algo-
rithmique, elles sont probablement plus abstraites et plus facile a com-
poser que les programmes, donc une longue preuve pourrait réutiliser
plusieurs lemmes et spécifications, ce qui diminue la complexité locale.
Par exemple, le prédicat Isrt peut facilement étre paramétré par la fonc-
tion de tri : Isrt(f,s): Ord(f(s)) A f(s) = s, et donc il peut s’appliquer
a plusieurs algorithmes de tri, en prenant garde néanmoins que la rela-
tion (/) n’est probablement pas toujours adéquatement définie en termes
de transpositions.

Le second doute peut étre complétement éliminé par l'usage d’un
assistant de preuve, comme Coq (Bertot et Castéran, 2004). Par exemple,
la spécification formelle de (=) et les preuves entiérement automatiques
(grace a la tactique eauto) de sa réflexivité et symétrie sont contenues
dans le script suivant, ou x: :s dénote [z|s], (->) traduit (=), perm s t
est s =t et List est le synonyme de pile :

Set Implicit Arguments.
Require Import List.
Variable A: Type.

Inductive perm: list A -> list A -> Prop :=
Pnil : perm nil nil
| Push : forall x s t, perm s t -> perm (x::s) (x::t)
| Swap : forall x v s, perm (xX::y::s) (y::x::s)
| Trans : forall s t u, perm s u -> perm u t -> perm s t.

Hint Constructors perm.

Lemma reflexivity: forall s, perm s s.
Proof. induction s; eauto. Qed.

Lemma symmetry: forall s t, perm s t -> perm t s.
Proof. induction 1; eauto. Qed.

Terminaison Si le programme termine, la correction signifie que le
résultat posséde des caractéristiques attendues. Cette propriété est ap-
pelée correction partielle quand il est pertinent de la distinguer de la
correction totale, qui est la conjonction de la correction partielle et de la
terminaison.

Prouvons alors la terminaison de isrt/1 par la méthode des paires de
dépendance (section 2.4, page 61). Les paires & ordonner sont dans ce cas
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(ins([y | s], x),ins(s,x))x, (isrt([x]s]),isrt(s)),, (isrt([z]s]),ins(isrt(s), z)),.
En usant de la relation de sous-terme propre sur le premier parameétre
de ins/2, nous ordonnons la premiére paire :

ins([y|s],x) = ins(s,x) < [y|s] = s.

Ceci est suffisant pour prouver que ins/2 termine. La seconde paire est
orientée de maniére similaire :

isrt([x|s]) = isrt(s) < [x]s] = s.

Il n’est pas utile de prendre en compte la troisiéme paire, aprés tout,
parce que nous savons maintenant que ins/2 termine, donc la seconde
paire est suffisante pour entrainer la terminaison de isrt/1. En d’autres
termes, puisque ins/2 termine, elle peut étre considérée, dans le cadre
de l'analyse de terminaison, comme un constructeur de données, donc la
troisiéme paire devient inutile :

isrt([x|s]) = ins(isrt(s), x) < isrt([z]s]) = isrt(s) < [x|s] = s,

ol ins/2 dénote ins/2 prise comme un constructeur. (Nous avons utilisé
cette notation a la FIGURE 2.33 page 79.) O

3.2 Insertion bidirectionnelle
Rappelons ici la définition du tri par insertion simple de clés :

ins([y|s], ) = [ylins(s, )], siy = @ isrt([]) £ [J;
ins(s,x) = [x]s]. isrt([z]s]) — ins(isrt(s), x).

La raison pour laquelle ins/2 est appelée insertion simple est que les clés
sont comparées dans un sens seulement : du sommet de la pile vers le fond.
Nous pourrions nous demander ce qui se passerait si les comparaisons
pouvaient étres effectuées du haut vers le bas ou du bas vers le haut, a
partir de la derniére clé insérée. Conceptuellement, cela revient & placer
un doigt sur la derniére clé insérée et a le déplacer selon le résultat
des comparaisons avec la nouvelle clé. Appelons cette méthode insertion
bidirectionnelle and nommons i2w/1 la fonction de tri fondée sur elle. La
pile avec doigt virtuel peut étre simulée par deux piles, ¢ et u, de telle
sorte que la valeur de rcat(t, u) soit la pile triée courante, correspondant
aisrt(s) a la régle v. (A la section 2.5, page 62, nous avions utilisé deux
piles pour simuler une file.) Appelons rcat(¢,u) la pile simulée ; la pile ¢
est un préfize retourné de la pile simulée et la pile u est un suffize. Par



106 CHAPITRE 3. TRI PAR INSERTION

exemple, un doigt pointant 5 dans la pile simulée [0,2,4,5,7,8,9] serait
représenté par la paire de piles [4,2,0] et [5,7,8,9]. Le retournement de
la premiére pile est mieux compris si celle-ci est dessinée avec son sommet
a droite sur la page :

J
t=1[0]2]4] 5]7]8]9]|=u

Etant donné une clé z, elle est alors aisément insérée simplement soit
dans ¢ (en faisant attention que 'ordre est inverse) ou bien dans w. Si
nous voulons insérer 1, nous devrions dépiler 4 et I’empiler sur la pile de
droite (le suffixe), idem pour 2 et enfin nous pouvons empiler 1 sur la
pile de droite, car, par convention, le doigt pointe toujours le sommet du
suffixe, ot la derniére clé insérée se trouve :

Soit i2w(s) (anglais, insertion going two ways) dont la valeur est la
pile triée correspondant a la pile s. Soit i2w(s,t,u) dont la valeur est la
pile triée contenant toutes les clés de s, t et u, ou s est un suffixe de
la pile originelle (probablement pas triée) et rcat(t,u) est la pile simulée
courante, c’est-a-dire que t est la pile de gauche (préfixe retourné) et u est
la pile de droite (le suffixe). La fonction i2w/1 est définie & la FIGURE 3.3.
La régle £ introduit les deux piles employées pour I'insertion. Les régles
7 et p pourraient étre remplacées par i2w(][], ¢, u) — rcat(¢, u), mais nous
avons préféré une définition plus courte et autonome. La régle o est uti-
lisée pour déplacer les clés de la pile de droite vers la pile de gauche.
La régle 7 les déplace dans l'autre sens. La régle v réalise 'insertion
proprement dite, au sommet de la pile de droite. La FIGURE 3.4 page
ci-contre montre I'évaluation de i2w([2,3,1,4]), dont la trace est donc
(€)(v)(ov)(Tv) (V) (p3m). Le nombre de fois que la régle p est sélection-
née est le nombre de clés dans la pile de gauche aprés ’épuisement des
clés a trier. La régle m n’est utilisée qu’une seule fois.

i2w(s) % i2w(s, [ [)
2] [ u) 5 w
2w((], y 1] u) & 2w([].1, [y u])
i2w([z]s], t, [z|u]) = i2w([z|s], [z]t],u), siz = z;
2w((e|s], [y (. u) > 2w(le| o). 4 [y|u). siy -z
i2w([z]s],t,u) — i2w(s, t, [z |u]).

FIGURE 3.3 — Tri par insertion bidirectionnelle avec i2w/1
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i2w([2,3,1,4]) 5 i2w([2,3,1,4], [, [])
% i2w([3,1,4],[],[2])
2 i2w([3, 1,4}, [2],[])
— i2w([1,4], [2], [3])
> i2w([1,4], [], 2, 3])
= i2w([4],[],[1,2,3])
ji2vv([4],[1],[ »3])
~ i2w([4], [2,1], [3])
2 i2w([4], [3,2,1],[])
Zi2w([], 13, 2,11, [4])
2y i2w([], [2,1], [3,4])
2 i2w([],[1,[2,3,4])
2y i2w([],[1,[1,2,3,4])
5[1,2,3,4]

FIGURE 3.4 —i2w([2,3,1,4]) — [1,2,3,4]

Extremums du cotit Cherchons les cofits minimum et maximum pour
une pile donnée contenant n clés. Le meilleur des cas fera un usage mi-
nimal des régles o et 7, et ce nombre minimum d’appels est nul quand
les deux comparaisons associées sont négatives. La premiére clé insérée
n’utilise pas les clés o et 7, mais seulement la régle v, donc, juste aprés,
le préfixe retourné est vide et le suffixe contient cette clé unique. Si nous
voulons insérer la deuxiéme clé sans déplacer la premiére clé, et user de
la régle v directement, la deuxiéme clé doit étre inférieure & la premiére.
En itérant ce méme raisonnement, la troisiéme clé doit étre inférieure a
la deuxiéme etc. Au bout du compte, cela signifie que l’entrée est, dans le
meilleur des cas, une pile triée en ordre non-croissant. La derniére étape
étant le retournement du préfixe, et celui-ci étant vide ici, nous n’utili-
sons pas du tout la régle p—seulement la régle 7, une fois. En d’autres
termes, la trace d’évaluation est e"a, donc, si Bi?" est le cotit quand la
pile contient n clés triées en ordre non-croissant, alors

B2% = |¢e"a| = n + 2.

Supposons que la pile a trier soit [zg,z1,...,2,—1] €t que x < ¥y
signifie y > x. Le pire des cas doit déclencher un usage maximal des
régles o et 7, d'un coté, et des régles 7 et p, de 'autre. Visons d’abord
les premiéres. Puisque xq est la premiére clé, elle est empilée sur le suffixe
vide initial par la régle v. La deuxiéme clé, x1, devant voyager le plus
possible, doit étre insérée sous xg. Ce faisant, la régle o est utilisée une
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fois et puis v; finalement, zg se trouve a gauche et x; a droite. En
d’autres termes, nous avons la paire de piles [xg] et [z1]. A cause de cette
symétrie, la suite de la construction du pire des cas se poursuit par le
déplacement soit de xg ou de x; dans la pile opposée, c’est-a-dire que
nous pouvons arbitrairement poser xs < xg ou 1 < To.

— Si x9 < x0, la régle 7 est utilisée une fois, puis v, produisant la
configuration [] et [z2,xo,x1]. Ceci suppose donc x9 < g < 7.
La quatriéme clé, x3, doit étre insérée au fond de la pile de droite,
qui doit étre d’abord retournée sur le sommet de la pile de gauche
par la régle o : nous obtenons alors [z1, zg, x2] et [z3], c’est-a-dire
To < x9 < 1 < x3. Finalement, la pile de gauche est retournée
au sommet de celle de droite par la régle p et la régle 7 arrive en
dernier. La trace d’évaluation est (£)(v)(ov)(7v)(c3v)(p?r), dont
la longueur est 14.

— Si 21 < @9, nous avons [x1, Tg| et [z2], puis [] et [x3,zo, 21, T2], ce
qui implique la condition z3 < zo < 1 < z2. La trace d’évaluation
est (€)(v)(ov)(ov)(T?v)(n), dont la longueur est 10, ce qui est
inférieur & la trace précédente qui suppose xo < xg.

En conclusion, o < g méne au pire des cas. Mais que se passe-t-il si la
pile & trier contient un nombre impair de clés? Pour deviner ce qui se
produit, insérons x4 en supposant a tour de role x1 < 2 et x2 < xp.

— Si xg < xg, nous déplagons toutes les clés hors de la pile de gauche,
aboutissant a la configuration [z4] et [z2,xo,x1, 23], donc a la
condition z4 < x9 < x9 < 1 < x3 et a la trace d’évaluation
(&)(v)(ov)(Tv) (V) (T3v)(pr), dont la longueur est 16.

— Si x1 < x2, nous voulons insérer x4 au fond de la pile de droite,
obtenant [xg,x1,xo, 3] et [z4], ainsi que x5 < 9 < 1 < T2 < 4
et la trace (€)(v)(ov)(ov)(1?v)(c*v)(p*r), dont la longueur est 19.
Elle est peut-étre mieux visualisée & ’aide d’arcs orientés, révélant
une spirale a la FIGURE 3.5.

Par conséquent, il semble que lorsque le nombre de clés est impair, poser
r1 < 9 méne au colt maximum, alors que z2 < xg aboutit au coft
maximum lorsque le nombre de clés est pair. Déterminons ces cofits pour

tout m pour ne retenir que celui qui est le plus élevé. Notons Wg;j:f 2 le

premier colt et W52~ le second.

| —
T3 <2Tog <T1 <T2 <XI4
[

FIGURE 3.5 — Pire des cas pour i2w/1 sin =5 (21 < x2)
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- Sin=2p+1etx; < x9, alors la trace d’évaluation est

() ()(ov)(ov)(T?v) (o ) (TMv) ... (6P 20) (T 20) (0% v) (pT),

comme cela est suggéré par le tri de [xg, x1, 2, X3, T4, T35, T¢] :

i2w([wo, 21, 2, 23, 24, 35, 76]) > 2w([], [],[z0, 21, 22, 73, 24, 75, 7))
= i2w([], [wo], [v1, 22, 73, T4, T5, T6))
% i2w([zo, [], [w1, w2, w3, w4, w5, 76])
%' w([zol, [x1], [x2, x3, T4, x5, T6])
7- w([z1, 0], [, [2, 23, 24, 25, 26))
;)' w([z1, zo], [z2], [23, 4, T5, T6])
— i2w([], [zo, 21, 22|, (T3, 24, 75, T6])
14)' w([], [z3, 0, 21, T2], [T4, 5, T6])
%»' w([z2, 1, 20, 23], [], [24, 25, 26])
j' w([z2, 21, o, 23], [x4], [T5, T6])
— 12 W(H [33‘3,1130,13171'23:174] [135,1'6])
Eg' w([], [z5, 23, 0, 21, T2, T4], [T6])
%»' w([x xg,x1,$0,333,$5] H [xﬁ])
-2 ([x4,x2,x1,xo,x3,$s] [ ]7[])

L’évaluation ici montrée n’est que partielle mais suffisante pour
notre propos. En effet, si nous omettons les régles &, v, 7 et p,
nous pouvons voir émerger un motif de la sous-trace

(027'2)(047'4)(0676) . (027’727'2”72)(027’).

La régle v est employée n fois parce qu’elle insére la clé & la bonne
position. Donc le coflit total est

p—1
WELEE = lel + [ + 3 (10%] + 172]) + 0%] + %]
k=1
p—1
=1+(2p+1)+ > 2(2k)+ (2p) + (2p + 1)
k=1
=2p® +4p + 3.

— Sin=2pet s < x, alors la trace d’évaluation est

(&) ()(ov)(Tv)(*v)(7T0) ... (6~ I0) (PP ),
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comme suggéré par I’évaluation partielle suivante (la premiére dif-
férence avec le cas précédent est graissée) :

i2w([xo, 21, 22, T3, T4, 5]) — i2w([], [], [z0, 21, X2, T3, 24, 5])

[ 1,
2w({], [o]
[zo], []

[

[l'() ,[%1,1’2,.%’3,.%’4,1‘5])
i2w([zo], [], [z1, x2, 3, 24, x5])
|2w§ xo), [z1], [z2, 3, T4, x5])

[

[] [1130,$1],[:B2,$C3,:134,:125])

2w H,[$2,$0,$1],[1}3,x4,$5])

2w([z1, zo, z2], [], [23, 24, 25))

2w([z1, zo, x2], [w3], [x4, x5])
H [152,55(),$1,.T3] [$4,x5]
[], [x4, 22, w0, 21, 23], [75]

2w([zs, x1, x0, T2, 24], [], [25]
[xg,xl,x0,$2,$4][ ]7“)

2w

iﬁ i Qmid i *wid i qwid i* dedode

(
(
(
W(
(
(
2w(

Si nous omettons les régles &, v, T et p, nous voyons émerger un
motif de la sous-trace (o'71)(c373) (0?73 ... (62P~372P=3) (2P~ 1),
La régle v est utilisée n fois parce qu’elle insére la clé & la bonne
place. Donc, le cofit total est

p—1
Wm2-<x0 _ |£‘ 4 ’U2p| 4 Z <‘U2k71’ + |T2k71’> + |O,2p71’ + |p2p71ﬂ_|
k=1
p—1
=14+(2p)+ ) 22k-1)+(2p-1)+(2p—1)+1)
k=1
=2p* +2p + 2.

Ces formules sont valides pour tout p > 0. Nous pouvons alors conclure
cette discussion au sujet du pire des cas de i2w/1 :

— Sin = 2p, le pire des cas se produit quand les clés satisfont 'ordre
total Top = Top—2 < -+ <X Tg <T1 <23 <" <X T2p-3 < T2p—1 et
WA = 2p? 4 2p + 2, soit W2 = in? +n + 2.

— Sin =2p+1, le pire des cas arrive quand les clés satisfont 'ordre
Top—1 < Top—3 < -+ X3 <Tg <X T1 < T2 < " <X Top—2 < Typ €t

W2, = 2p? +dp+ 3, d'ot W% = In? 4+ n + 3.

De peu, le premier cas produit donc le colit maximum :

. 1 : , 1
W,'EW:§n2+n+2:W,'frt—n+1~W,'frt~5712.
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v
e
il il
a0l . . [0], [a] . [],[c.b,a]
P 7\ ™|

b,al,[]  [][a,b]  la],[c,;b]  [a,0),[]  [b],[c,a] [c,b,q]
v v 7 vl |

b,a],[c] [],[c,a,b] [].[a,c,b] [a,0],[c] [],[b,c,q]

’| ™| ™| a ™|

[al, [b, c] [c,a, b [a, c, b] [b], [a, c] [b, ¢, al

a 7|
[],[a,b,c] [],[b,a,c]

771 T

[a, b, c] [b, a, c|

FIGURE 3.6 — Tri de [a, b, ¢| (premier argument de i2w/3 omis)

Cotit moyen Soit A2 le cotit moyen de I'appel i2w(s), ot la pile s
a pour longueur n. Nous allons faire la méme supposition que dans le
cas de A'S't, c’est-a-dire que nous recherchons la somme des cofits pour
trier toutes les permutations de (1,2,...,n), pour la diviser par n!. Les
insertions sont illustrées par ’arbre d’évaluation & la FIGURE 3.6, ou les
clés a, b et ¢ sont insérées dans une pile originellement vide, avec tous les
ordres possibles. Notons comment toutes les permutations sont atteintes
exactement une fois, aux noeuds externes (voir page 91). Par exemple,
[a, b, c] et [c,b,a] sont des noeuds externes. Le coiit total est la longueur
externe de 'arbre, c’est-a-dire la somme des longueurs des chemins de la
racine & tous les nceuds externes, ce qui revient au méme que de sommer
les longueurs de toutes les traces possibles : [Cvovovp?n| + [CvovTur| +
|Evov?pr| + [€v2a?vpPn| + |Ev?ovpr| + |€v3n| = 44, donc le cotit moyen
pour trier 3 clés est 44/3! = 22/3.

Etant données une pile gauche contenant p clés et une pile droite avec
q clés, caractérisons toutes les traces possibles pour l'insertion d’une clé
de plus, en nous arrétant avant l'insertion d’une autre clé ou lorsque la
pile finale est fabriquée. Dans la pile gauche, une insertion est possible
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aprés la premiére clé, aprés la deuxiéme etc. jusqu’a la derniére. Aprés
la k° clé, avec 1 < k < p, la trace est donc 7%v. Dans la pile droite,
une insertion est possible au sommet, aprés la premiére clé, aprés la
deuxiéme etc. jusqu’apres la derniére. Aprés la k° clé, ou 0 < k < ¢, la
trace est alors o*v. Toutes les traces possibles sont donc contenues dans
la disjonction de traces

(]
ﬁw
c
+

(]
qw
c

k=1 k=0

dont la longueur cumulée est
P q 1 1
Cpg =Y ||+ D lo*v] = (p+a+1) + 5p(p+ 1) + 5a(g + 1).

Il y ap+ g+ 1 points d’insertion, donc le colit moyen d’une insertion
dans la configuration (p, q) est

Coa  _ 4 p2+q2+p+q.

=P = 3.9
P ptg+1 2p +2q + 2 (3.9)

En posant k& := p + ¢, nous pouvons exprimer ce colit comme suit :

ake = p 117 TEr1lt o

La pile gauche est retournée aprés la derniére insertion, donc les traces
qui suivent sont pP~F7 avec 1 < k < p, si la derniére insertion a eu
lieu & gauche, sinon pPt*7, avec 0 < k < ¢, c’est-a-dire px, plx, ...,
pPTa7. En d’autres termes, aprés une insertion, toutes les configurations
possibles sont uniquement réalisées (seule une pile droite vide est invalide,
a cause de la régle v). Par conséquent, nous pouvons prendre la moyenne
des cotits moyens pour l'insertion d’une clé dans toutes les partitions de
Ientier k£ en p 4+ ¢, ot ¢ # 0, donc le cotit moyen d’une insertion dans
une pile simulée avec k clés est

1
Ay =1; Ak::EZ A, o=

p+q=k

A

: 7
Z g—ka = 3 +gv
en gardant a l'esprit que Z];:l ¢® = k(k + 1)(2k + 1)/6 (voir I'équa-

tion (2.8) page 55). Le cotit du retournement final est aussi moyenné sur
toutes les configurations possibles, ici de n > 0 clés :

?v\*—‘
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Finalement, nous savons que toutes les traces débutent avec £, ensuite
continuent avec toutes les insertions et se concluent avec un retourne-
ment. Cela signifie que le cotit moyen A?Y pour trier n clés est défini
par les équations suivantes :

—1
AP = 2; Ai2W:1+nZA TR I VU SR P
o ~ k "G 2 3 6

Nous pouvons vérifier que AZY = 22/3, comme prévu. En conclusion,
en moyenne, trier avec des insertions bidirectionnelles est plus rapide
qu’avec des insertions simples, mais le colit asymptotique reste néan-
moins quadratique.

Exercices

1. Dans la conception de i2w/3, nous avons choisi d’empiler la clé
toujours sur la pile droite, a la régle v. Modifions légérement cette
stratégie et empilons plutot sur la pile gauche quand celle-ci est
vide. Voir régle (~) a la FIGURE 3.7. Prouvez que le coit moyen
satisfait alors ’équation

APWL — AW 49

Aide : Ecrivez les exemples similaires & ceux de la FIGURE 3.6
page 111, déterminez la longueur moyenne externe et observez que
la différence avec i2w/1 est que la configuration avec une pile gauche
vide est remplacée par une configuration avec une pile gauche qui
est un singleton, c’est-a-dire, en termes de cofits, que Ao,k est rem-
placé par A, ; ; dans la définition de A,.

2. Alarégle v de i2w/3, la clé z est empilée sur la pile droite. Considé-
rez a la FIGURE 3.8 page suivante (régle (~)) la variante ou celle-ci

i2wi(s) —>|2W1( [1,[])-
2wy ([], [],u) —
2w ([ ], [y[t],w) — '2W1([ ot [y |ul);
i2wy ([z]s],t, [z|u]) — 2wy ([z] s], [2|t],u), six = z;
i2wy ([ | ] [, u) ~ 2wy (s, [z], u);
2wy ([z|s], [y|t], u) — 2wy ([z]s], ¢, [y|u]), siy = x;
2wy ([x]s], t,u) — 2wy (s, ¢, [z |u]).

FIGURE 3.7 — Variation i2w; /1 sur i2w/1 (voir (~+))
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est toujours empilée sur la pile gauche. Montrez trés simplement
que le cotlit moyen satisfait alors

AN = AR 1.

FIGURE 3.8 — Variation i2wa/1 sur i2w/1 (voir (~+))

3.3 Insertion bidirectionnelle équilibrée

Lorsque l'on tri a ’aide d’insertions bidirectionnelles, les clés sont
insérées a partir de I’endroit ou le doigt pointe sur la pile simulée. A
priori, il n’y pas de raison de privilégier un sens ou un autre, donc nous
pourrions maintenir le doigt au milieu de la pile pour réduire la distance
parcourue en moyenne. Nous appelons cette approche insertions bidirec-
tionnelles équilibrées. L’adjectif «équilibréesy qualifie la forme de 'arbre
de comparaisons engendré.

En faisant de notre mieux pour maintenir les deux piles de la méme
longueur ou presque, nous obtenons deux cas : soit (a) elles sont exac-
tement de la méme longueur, ou (b) I'une d’elles, disons la pile droite,
contient une clé de plus. Envisageons comment maintenir cet invariant
A travers des insertions successives. Supposons que nous nous trouvions
dans le cas (b). Alors, si la clé doit étre insérée dans la pile gauche, les
piles résultantes auront la méme longueur, ce qui veut dire le cas (a);
sinon, nous déplacons le sommet de la pile droite sur le sommet de la
pile gauche, en plus de l'insertion elle-méme, et nous voila de retour au
cas (a) aussi. Si nous nous trouvons au cas (a) et I'insertion a lieu dans
la pile droite, il n’y a pas besoin de rééquilibrage ; sinon, le sommet de la
pile gauche est déplacé sur le sommet de la pile droite : dans les deux si-
tuations, nous parvenons au cas (b). Que faire si la clé doit étre insérée a
la position pointée par le doigt ? Si les deux piles ont la méme longueur,
c’est-a-dire au cas (a), nous devons empiler la clé sur la pile droite et
retourner ainsi au cas (b); sinon, la pile droite contient une clé de plus
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i2wb(s) % i2wb(s, [],]],0)
i2wb([],[], u,d) = u;

i2wb([], [y[t],u, d) £ 2wb([].#, [y|ul, d);
i2wb([z|s],t, [#|u],0) - i2wb(s, ¢, [z |iup(u, x)],1), siz > z;
i2wb([z ] s], [y|t], u,0) - i2wb (s, idn(t, z), [y |u],1), siy > x;

i2wb([z|s],t,u,0) — i2wb(s, t, [z |u], 1);
i2wb([z|s],t, [z|u], 1) 2, i2wb(s, [z |t],iup(u, x),0), siz > z;
i2wb([z]s], [y|t],u, 1) X i2wb(s, [y |idn(t, z)],u,0), siy = z;

i2wb([z|s],t,u, 1) KN i2wb(s, [z]|t],u, 0

FIGURE 3.9 — Insertions bidirectionnelles équilibrées

que la pile gauche, ce qui est le cas (b), donc il vaut mieux 'empiler &
gauche : enfin, les piles ont la méme longueur et nous revoila au cas (a).
Pour programmer cet algorithme, nous avons besoin d’une variante
idn/2 (anglais, insert downwardly) de ins/2 parce que la pile gauche est
triée en ordre décroissant. Changeons le nom ins/2 en iup/2 (anglais,
insert upwardly).
up([y| ), @) = [y[iup(s, )], siy = a; iup(s,) 2% [e]s].
idn([y|s],2) =% [y|idn(s,2)], si = = y; idn(s,x) 2y [x] s].

Par ailleurs, nous avons besoin d’un paramétre additionnel qui repré-
sente la différence de longueur entre les deux piles : 0 si elles ont la
méme longueur et 1 si la pile droite contient une clé de plus. Appelons
cette nouvelle function i2wb/1 et définissons-la & la FIGURE 3.9. A la
FIGURE 3.10 page suivante on peut voir toutes les traces possibles et
les résultats du tri de [a, b, ¢]. Remarquons que 'arbre n’est pas parfait,
mais équilibré, car certains arcs correspondent & deux réécritures. La
longueur interne est 43, c’est-a-dire la somme des longueurs des chemins
de la racine a chaque nceud interne, donc le coiit moyen est 43/6.

Cotit minimum Continuons en cherchant le coiit minimum de i2wb/1.
Supposons que nous avouns la pile [zg, 21, x2, 3, 4] et que nous voulions
minimiser les réécritures, donc ne pas déclencher I'usage des régles o, 7,
¢ et x; I'usage de la régle p devrait aussi étre minimum. La régle p n’est
pas un probléme parce qu’elle retourne la pile gauche et, par construc-
tion, la pile droite a la méme longueur que la gauche, ou contient au
maximum une clé de plus. Un simple diagramme avec deux piles initiale-
ment vides suffit pour nous convaincre que les clés doivent aller & droite,
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BNCAC

|

d.[a.0] lal.let] lal.fo.c] (o] [Blle.a] (B [ac]
7l ]

Dleat] Dlacd [Labd [lbd [
7| ™| ol 7|

[c,a,b] [a, c,b] [a, b, ] [c, b, al b, ¢, al b,

FIGURE 3.10 — Tri de [a, b, ¢] par insertions bidirectionnelles équilibrées

puis & gauche, produisant, par exemple [z3,z1] et [z4,x2,x0]. On peut
mieux voir cela grace a des arcs orientés qui révélent un tourbillon, a la
FIGURE 3.11, & contraster avec la spirale de la FIGURE 3.5 page 108 pour
i2w/1.

La régle définissant i2w/1 est employée d’abord. Ensuite, chaque clé
est insérée, alternativement, par les régles v et 1. Finalement, la pile
gauche est retournée par les régles m et p, donc la question repose sur
la détermination de la longueur de la pile gauche dans le meilleur des
cas. Le dessein était que si le nombre total de clés est pair, les deux piles
finiront par contenir, avant 'usage de la régle p, exactement la moitié,
parce que les piles ont la méme longueur. Si le total est impair, la pile
gauche contient la partie entiére de la moitié. Formellement, notons Bi2%P
le cotit d’un appel i2wb(s), o la pile s contient n clés. Si p > 0, alors

B =1+2p+p=3p+1, Bo=1+@2p+1)+p=3p+2.

Une fagon plus compacte d’exprimer cela est : Bi2Y® = 14n+|n/2| ~ %n
L’équivalence asymptotique est correcte car n/2 — 1 < [n/2] < n/2.

o
1 <23 <Tg4 <22 XX

L= |

FIGURE 3.11 — Meilleur des cas de i2wb/1 sin =5
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Exercice Le pire des cas se produit quand les insertions sont faites au
fond de la pile la plus longue. Trouvez W;szb et caractérisez le pire des
cas précisément.

Couit moyen Considérons le cout moyen quand n = 2p. Alors

2p—1
AR =143 A+ A, (3.10)
k=0

ou A, est le colit moyen de I'insertion d’'une clé dans une pile simulée de
k clés et A7 est le cotit du retournement de p clés de la gauche vers la
droite. La variable p dans A7Y est correcte car il y a [n/2] clés a gauche
aprés la fin des insertions. Clairement,

A =p+1.

Pour déterminer A, , nous ne devons analyser que deux cas : k est pair
ou non. Lors de I'analyse du coiit moyen de i2w/1, il y avait bien plus
de configurations & prendre en compte parce que toutes les insertions ne
menaient pas & des piles de méme longueur ou presque. Si k est pair,
alors il existe un entier j tel que k = 25 et
Agj = Ay
ou A, ; est le nombre moyen de réécritures pour insérer un nombre aléa-
toire dans une configuration de deux piles de longueur j. Nous avons
déja évalue A, - a I'équation (3.9) page 112. Par conséquent,

J“+3;+1 1. 1 1 5

27+1 2 4 25+1 4

Le cas k = 2j + 1 est dérivé de maniére similaire : Ay, = (j + 3)/2.
L’équation (3.10) devient alors

2p—1 pl
AZvb _ 4 Z A+ (p+1) :2+p+Z(A2j+Azj+1)
k=0 =0
-1
1, 13 I~ 1
1 - _ 11
T (3.11)

Nous devons trouver la valeur de cette somme. Soit Hy, := > ;_, 1/k le
n® nombre harmonique. Alors

p—1

p
1
+;2J ;02]“ 2 Hy,
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Nous pouvons maintenant remplacer notre somme par des nombres har-
moniques dans 'équation (3.11) :

AR = %pQ + %p - %H% + %Hp +2.
Le cas restant a résoudre Aizzp‘“fl donne, par un raisonnement semblable,
2p
ARRE =143 A+ A,
k=0
Réutilisons les calculs précédents :
A = A + Ay, = %pQ + %» - iHQpH + éHp + %

Nous avons 14z < e*, pour tout réel z # 0. En particulier, z = 1/i, pour
Ientier ¢ > 0, conduit a 1+ 1/i < e/, Les deux membres étant positifs,
nous déduisons [[7,(1 4+ 1/i) < [[,€"* < n+ 1 < exp(H,). Enfin,
In(n + 1) < Hy. Un majorant de H, peut étre trouvé en remplacant x
par —1/i :

In(n+1) < H, <1+1nn. (3.12)

Nous pouvons maintenant exprimer I’encadrement de .Ai,%""b sans Hy, :
In(p+ 1) — 2In(2p) + 14 < 8 - A" — 4p® — 26p
<lnp—-2In(2p+1)+17;
In(p+1) —2In(2p + 1) + 24 < 8- A"? — 4p® — 30p
<lIlnp-—2In(2p+ 2) + 27.
Poser n = 2p et n = 2p+1 implique les encadrements respectifs suivants :
—2Inn+In(n+2)+4<pn)<—-2nn+1)+nn+7,
—2lnn+In(n+1) <¢n) < —2In(n+1)+In(n —1) 4+ 3,

ot p(n) := 8- AP _n2 _13n —10+1n2. Nous conservons le plus petit
minorant et le plus grand majorant de ¢(n), d’ou

In(n+1)—2lnn < ¢(n) < —2ln(n+1)+Ilnn+7.

Nous pouvons affaiblir I'encadrement un petit peu avec Inn < In(n + 1)
et simplifier :

0<8 A2" _n2_13n+1n2n—10 < 7.

Par conséquent, pour tout n > 0, il existe €, tel que 0 < ¢, < 7/8 et

. 1
AR = 2(n® 4130 — In2n +10) + e, (3.13)



Chapitre 4

Tri par interclassement

Knuth (1996) rapporte que le premier programme informatique, écrit
en 1945 par le mathématicien John von Neumann, était un algorithme
de tri que 'on appelle de nos jours tri par interclassement, ou tri par
fusion. Il figure aujourd’hui parmi les plus méthodes de tri les plus ensei-
gnées parce qu’il illustre une stratégie de résolution de problémes connue
sous le nom de «diviser pour régner» : la donnée est divisée, les parties
non-triviales sont récursivement traitées et leurs solutions sont finale-
ment combinées pour former une solution au probléme initial. On peut
reconnaitre 14 la double méthode d’analyse et synthése, prénée en mathé-
matiques : I’analyse divise le probléme en sous-problémes et la synthése
combine leur solution. Bien sfir, il faut parvenir & des sous-problémes suf-
fisamment simples pour que leur solution soit évidente ou obtenue par
une autre méthode. Bien que le tri par interclassement ne soit pas diffi-
cile a programmer, la détermination de son coflit nécessite des connais-
sances mathématiques approfondies. La plupart des manuels (Graham
et al., 1994, Cormen et al., 2009) montrent comment déterminer 'ordre
de grandeur d’un majorant du cott (exprimée a l'aide de la notation de
Bachmann O) a partir d’équations de récurrences qu'il satisfait, mais le
cas général n’est souvent présenté qu’en annexe ou pas du tout, parce
qu’une solution asymptotique requiert une certaine habileté en combi-
natoire analytique (Flajolet et Sedgewick, 2001, 2009, Flajolet et Golin,
1994, Hwang, 1998, Chen et al., 1999).

De plus, il y a plusieurs variantes du tri par interclassement (Knuth,
1998a, Golin et Sedgewick, 1993) et, souvent, la variante descendante est
la seule présentée et son fonctionnement illustré sur des tableaux. Ici,
nous montrons que les piles, en tant que structures de données purement
fonctionnelles (Okasaki, 1998b), sont adaptées aussi bien a la version
descendante qu’a la version ascendante (Panny et Prodinger, 1995).

119
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4.1 Interclassement

John von Neumann n’a pas en fait vraiment décrit le tri par interclas-
sement, mais l'opération sur laquelle il s’appuie, interclassement, qu’il
nomma meshing (maillage). L’interclassement consiste & combiner deux
piles de clés ordonnées en une seule pile ordonnée. Sans perte de généra-
lité, nous ne nous intéresserons qu’au tri en ordre croissant. Par exemple,
I'interclassement de [10,12,17] et [13, 14, 16] donne [10,12, 13,14, 16, 17].
Une facon de parvenir & ce résultat consiste & comparer les deux clés
les plus petites, retenir la plus petite et répéter le procédé jusqu’a ce
qu’une des piles soit épuisée, auquel cas l'autre est ajoutée en entier aux
clés précédemment retenues. Nous avons ainsi (les clés comparées sont
soulignées) :

{10 1217 {12 17 {17 {17
— 10 — 10 12 — 1012 13

1314 16 1314 16 1314 16 14 16
La fonction mrg/2 (anglais, merge) a la FIGURE 4.1 met en ceuvre cette
technique. La régle ¢ n’est pas nécessaire mais nous la conservons tout
de méme car elle rend le colit symétrique, tout comme mrg/2 lest :
Cis = Chng et mrg(s, t) = mrg(t, s), ot m et n sont les longueurs de s et t.
Cette propriété permet d’exprimer le cotit plus facilement et d’accélérer
I'évaluation. Remarquons que dans la définition de cat/2 (équation (1.3)
a la page 7), nous n’incluons pas une régle similaire, cat(s, []) — s, parce
que, malgré le gain en termes de colt, la fonction est asymétrique et
les calculs de cofits sont simplifiés lorsque nous employons CS? plutot
que C;%,. La FIGURE 4.2 page suivante montre une trace d’évaluation de
mrg/2. Les régles £ et A\ impliquent une comparaison, contrairement &
6 et ¢ qui terminent les évaluations ; par conséquent, si Cpmy 5, est le nombre
de comparaisons pour interclasser avec mrg/2 deux piles de longueurs
m et n, nous avons

Crre = Comip + 1. (4.1)

Pour gagner en généralité, nous étudierons Cy, 5. Graphiquement, nous
représentons les clés d’une pile par un disque blanc (o) et les clés de

mrg([]. 1) % ¢
(s, []) 4 s
mrg([z]s], [y |t]) < [y|mrg(le]s],t)], iz - y;
mrg([z]s],t) = [x|mrg(s,t)]

FIGURE 4.1 — Interclasser deux piles triées
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mrg([3,4,7],[1,2,5,6]) — [1]|mrg([3,4,7],[2,5, 6]
[1,2|mrg([3,4,7], 5, 6]
11,2,3] mrg([4, 7], 5.6
[1,2,3,4|mrg([7], 5, 6]
[1,2,3,4,5|mrg([7], [6]
[1,2,3,4,5,6|mrg([7],
1,

2.3,4,5,6,7).

)]

bbb bl

FIGURE 4.2 — mrg([3,4,7],[1,2,5,6]) — [1,2,3,4,5,6,7]

lautre par un disque noir (e). Nous les appellerons neuds et nous les
dessinerons sur une ligne horizontale, celui la plus & gauche étant le plus
petit. Les comparaisons sont toujours effectuées entre un nceud blanc
et un noceud noir, et sont représentées comme des arcs a la FIGURE 4.2.
Un arc entrant (coté pointu) signifie que la clé du neeud est inférieure a
celle de l'autre extrémité, donc tous les arcs pointent vers la gauche et
le nombre de comparaisons est le nombre de nceuds avec un arc entrant.

o<—o<—o‘/o>o\ya‘®<—o o o (4.2)

Cott minimum Il y a deux noeuds blancs consécutifs sans arcs a
I’extréme droite de la FIGURE 4.2, ce qui suggére que plus il y a de
clés provenant d’'une méme pile au fond du résultat, moins il y a eu de
comparaisons pour l'interclassement : le nombre minimum est atteint
quand la pile la plus courte apparait la premiére dans le résultat (donc
a gauche sur la figure). Considérons 1’exemple suivant, ou le nombre de
comparaisons est le nombre de nceuds noirs :

o@oooooooo

Le nombre minimum de comparaisons B?,lt% pour l'interclassement de
piles de taille m et n est donc

Br% = min{m,n}. (4.3)

Cott maximum Nous pouvons augmenter le nombre de comparaisons
par rapport & m + n en 6tant, & la FIGURE 4.2, les nceuds a droite qui
ne sont pas comparés, comme on peut le voir ici :

OH@OW%
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Ceci maximise les comparaisons parce tous les noeuds, sauf le dernier (le

plus & droite), sont pointés par un arc. Le nombre maximum de compa-
. JAIMrg

raisons Wp, 5, est donc

JA)mrg

mn =m+n—1. (4.4)

Echanger les deux nceuds les plus & droite dans 'exemple précédent laisse
m +n — 1 invariant :

oo o, e 0 o 05

donc le nombre maximum de comparaisons se produit quand les deux
derniéres clés dans le résultat proviennent de deuz piles.

Cotlit moyen Cherchons le nombre moyen de comparaisons dans tous
les interclassements de deux piles de longueurs m et n. Considérons la
FIGURE 4.3, avec m = 3 nceuds blancs et n = 2 nceuds noirs qui sont
interclassés de toutes les maniéres possibles. Examinons la structure en
jeu. La premiére colonne liste toutes les configurations ou le nceud noir
le plus & droite est aussi le plus & droite dans le résultat (le dernier). La
deuxiéme colonne liste tous les cas ot le nceud noir le plus & droite est
avant-dernier dans le résultat. La troisiéme colonne est divisée en deux
groupes, le premier dénombrant les cas ol le nceud noir le plus a droite
est 'antépénultiéme dans le résultat. Le nombre total de comparaisons
est 35 et le nombre de configurations est 10, donc le nombre moyen de
comparaisons est 35/10 = 7/2. Cherchons une méthode qui fournit ce
ratio pour tout m et n.

Tout d’abord, le nombre de configurations : combien y a-t-il de ma-
niéres de combiner m nceuds blancs et n nceuds noirs ? Cela revient a se
demander combien il y a de fagons de peindre en noir n noeuds choisis
parmi m + n nceuds blancs. Plus abstraitement, cela équivaut a trouver
combien il y a de maniéres de choisir n objets parmi m + n. Ce nombre

o, oe o o ooe esv oo <0 O
0&4—04—0 O«—0@«—O«—0<«0 0+—O«—@<«—0O O

O—e<«—0 oe <0, 08«0

a—@ ¢ oo o0 O

FIGURE 4.3 — Tous les interclassements avec m = 3 (o) et n = 2 (o)
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est appelé coefficient binomial et est noté (m:") Par exemple, considé-
rons 'ensemble {a, b, c,d, e} et les combinaisons de 3 objets pris parmi
eux sont

{a,b,c},{a,b,d},{a,b, e}, {a,c,d}, {a,c e}, {a,d, e},
{b,c,d},{b,c,e}, {b,d, e},
{c,d,e}.

Ce dénombrement établit que (g) = 10. Remarquons que nous utilisons

des ensembles mathématiques, donc 'ordre des éléments ou leur répé-
tition ne sont pas significatifs. Il est aisé de compter les combinaisons
si nous nous souvenons comment nous avons compté les permutations,
page 83. Déterminons donc (;) Nous pouvons choisir le premier objet
parmi 7, le deuxiéme parmi r — 1 etc. jusqu’a ce que nous choisissions le
r¢ objet parmi r — k + 1, donc nous avons réalisé r(r —1)...(r —k+1)
choix. Mais ces arrangements contiennent des doublons, par exemple,
nous devons identifier {a,b, c} a {b,a, c}, puisque l'ordre est insignifiant.
Par conséquent, nous devons diviser le nombre d’arrangements par le
nombre de doublons, qui n’est autre que le nombre de permutations de
k objets, c’est-a-dire k!. Au bout du compte :

<7~> r(r—1)...(r—k+1) !

k)T k! TR — k)

Nous pouvons vérifier maintenant qu’a la FIGURE 4.3 page précédente,
nous devons bien avoir 10 cas car (g) = 5!/(2!3!) = 10. La symétrie du
probléme signifie qu’interclasser une pile de m clés avec une pile de n clés
aboutit au méme résultat qu’interclasser une pile de n clés avec une pile

de m clés :
m+n\ [(m+mn
n - m /)

Ceci peut aussi étre facilement prouvé via la définition :

<m+n> _ n!((m—i-n)! ~ (m+n) (m—i—n).

n m

m+n—n)! m!n!

Comme nous I’avons remarqué précédemment, le nombre total K (m,n)
de comparaisons nécessaires pour interclasser m et n clés de toutes les
facons possibles avec notre méthode est le nombre de noeuds avec un arc
entrant. Soit K (m,n) le nombre total de nceuds sans arc entrant, entou-
rés & la FIGURE 4.4. Cette figure a été obtenue en déplagant la troisiéme
colonne de la FIGURE 4.3 page ci-contre sous la deuxiéme colonne et en
dtant les arcs. Le nombre total de noeuds est donc K (m,n) + K(m,n).



124 CHAPITRE 4. TRI PAR INTERCLASSEMENT

OOO@ oooo@
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FIGURE 4.4 — Dénombrement vertical

m—i—n)

Puisqu’a chaque interclassement, on a m + n nceuds et qu’il y a ( a

interclassements, ce méme nombre est (m +n) (™), donc

K(m,n) + K(m,n) = (m +n) (”7”) (4.5)

Nous pouvons facilement caractériser les noeuds cerclés : ils constituent la
plus longue série monochromatique et continue & droite dans le résultat.
Puisqu’il n’y a que deux couleurs, la détermination du nombre total
W (m,n) de nceuds blancs cerclés est duale a la détermination du nombre
total B(m,n) de noeuds noirs, précisément :

B(m,n) = W(n,m).

Par conséquent,

K(m,n) =W (m,n) + B(m,n) = W(m,n) + W(n,m). (4.6)
D’aprés les équations (4.5) et (4.6), nous tirons

m-—+n

K(m,n) = (m+ n)( ) — W(m,n) — W(n,m).  (4.7)

n
Nous pouvons décomposer W (m,n) en dénombrant verticalement les
noeuds blancs cerclés. A la FIGURE 4.4, (3, 2) est la somme des nombres
d’interclassements avec au moins trois, deux et un noeuds blancs cerclés
terminaux : W(3,2) = 1+ 3+ 6 = 10. La premiére colonne donne

B(3,2) = 1+ 4 = 5. En général, le nombre d’interclassements avec
un nceud blanc cerclé & droite est le nombre de maniéres de combiner
n neoeuds noirs avec m — 1 noeuds blancs : (ner*l). Le nombre d’inter-

”JHS_Q) , et

classements avec au moins deux nocuds blancs a droite est (
ainsi de suite. Par conséquent

o= (") () () E (),

=
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0 |
k 0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
ot 0 0 0 0 0 0 0 0 0
111 1 0 0 0 0 0 0 0 0
211 2 1 0 0 0O 0 0 0 0
3111 3 3 1 0 0O 0 0 0 O
. 4111 4 6 4 1 0 0 0 0 0
511 5 10 10 5 1 0 0 0 0
6|1 6 15 20 15 6 1 0 0 0
711 7 21 35 35 21 7 1 0 0
811 8 28 56 70 56 28 8 1 0
911 9 36 84 126 126 84 36 9 1

FIGURE 4.5 — Le coin du triangle de Pascal (en gras)

Cette somme peut en fait étre simplifiée car elle posséde une forme close,
mais pour bien la comprendre, nous devons d’abord aiguiser notre intui-
tion & propos des combinaisons. En calculant des combinaisons (2) pour
de petites valeurs de r et k & I’aide de la définition, nous pouvons remplir
une table nommée traditionnellement le triangle de Pascal et montrée a
la FIGURE 4.5. Remarquons comment nous avons posé, par convention,
(,’;) = 0si k > r. Le triangle de Pascal vérifie de nombreuses propriétés
intéressantes, en particulier & propos de sommes de certaines de ses va-
leurs. Par exemple, si nous choisissons un nombre dans le triangle et son
voisin de droite, leur somme se trouve sous le voisin. Nous pouvons voir
cela en extrayant de la FIGURE 4.5 les lignesr =7 et r =8 :

711 7,21 3513521 7 |1 0O O
81 8 28|56 |70 56|28 |8 1 0

Nous avons encadré deux exemples de cette propriété additive des com-
binaisons : 21 + 35 = 56 et 21 + 7 = 28. Nous pouvons parier alors

o)+ (2)=()

Ceci n’est en fait pas difficile & prouver si nous revenons & la définition :

(12) = k!(rri k) % = 1)!((7?4—_1;)i (k—1)! 12(/: . 1)
<1:> = k!(rri IR - K k!((ir—l;)i K7 = k <T k 1)‘
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La premiére égalité est valable si k > 0 et la seconde si r # k. Nous
pouvons alors exprimer (Zj) et (71) en termes de (}) dans la somme

o)+ () =)= 0= ()

La somme est valide si » > 0. Nous pouvons prouver directement cette
formule en ayant recours au dénombrement combinatoire, sans passer
par ’algébre. Supposons que nous ayons déja tous les sous-ensembles de
k clés choisies parmi r. Par définition, il y en a (;) Nous distinguons alors
une clé arbitrairement parmi les r et nous voulons séparer la collection
d’ensembles en deux : d’un c6té, toutes les combinaisons qui contiennent
cette clé particuliére, de 'autre, toutes celles qui ne la contiennent pas.
Le premier ensemble a pour cardinal (l:j) car ses combinaisons sont
construites en prenant la clé en question et en choisissant k£ — 1 clés
restantes parmi r — 1. Le second ensemble contient (TZI) combinaisons
qui sont faites a partir de r — 1 clés (la clé spéciale est mise de coté),
dont k ont alors été sélectionnées de toutes les maniéres possibles. Ce
simple raisonnement par partition donne la méme formule additive que

ci-dessus. Retournons maintenant a notre somme :

it J
W(m,n) = .
mm =3 (")

En regardant le triangle de Pascal, nous comprenons que
cette somme porte sur des nombres appartenant & une méme
colonne. Plus précisément, elle débute & la diagonale avec le
nombre (Z) = 1 et descend jusqu’a ce que m nombres aient
été ajoutés. Choisissons donc un petit exemple sous la forme
de deux colonnes adjacentes, ot la somme est petite. A gauche
est montré un extrait pour n = 4 (la colonne de gauche est la cinquiéme
dans le triangle de Pascal) et m = 4 (hauteur de la colonne de gauche).
La somme de la colonne gauche, qui est la somme recherchée, égale le
nombre en bas de la colonne droite : 1 + 5 + 15 + 35 = 56. En vérifiant
que cela vaut aussi pour d’autres colonnes, nous gagnons le sentiment
que nous tenons-la un motif général. Avant de tenter une preuve dans
le cas général, voyons comme faire avec notre exemple. Commencons
avec le bas de la colonne droite, 56, et utilisons la formule d’addition &
I’envers, c’est-a-dire, exprimons 56 comme la somme de deux nombres
dans la ligne au-dessus : 56 = 35 + 21. Nous voulons garder le nombre
35 parce qu’il fait partie de la somme recherchée. Appliquons encore la
formule additive a propos de 21 et tirons 21 = 15 + 6. Gardons 15 et
recommencons avec 6, d’ott 6 = 5+ 1. Finalement, 1 = 14+0. Nous venons
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donc de vérifier 56 = 354 (15+ (5+ (140))), qui est exactement ce que
nous recherchions. Puisque nous voulons que le nombre correspondant

. . L 1 e
a 35 soit, en général, ("J“:': ), nous avons la dérivation

(D)= (=)
(n+m—1> [("JFm 2) (nZTl_zﬂ
) ) GR))

(D)X () - wen «

Maintenant, nous pouvons remplacer cette forme close dans 1’équa-
tion (4.7) page 124 :

i (") (1)~ ()

Par définition, le nombre moyen de comparaisons Amn est le ratio de
K(m,n) par (m:"), donc

.

gmrg _ o mn _ mn mn 19
mn =M n+l m+1 m+1+n+1' (4.9)

Nous avons nécessairement erg < mrg < Win's et nous pourrions nous
demander si et quand le colit moyen attelnt les bornes. Le majorant est
atteint si, et seulement si, les entiers naturels (m, n) satisfont 1’équation
m? +n% — mn = 1, dont les uniques solutions sont (0, 1), (1,0) et (1,1).
Le minorant, quant & lui, est atteint si, et seulement si, mn/(m + 1) +
mn/(n + 1) = min{m,n}, dont les uniques solutions en entiers naturels
sont (0,n), (m,0) et (1,1). De plus, les cas (m, 1) et (1,n) suggérent que
I'interclassement d’une pile contenant une seule clé (un singleton) avec
une autre pile est équivalent a l'insertion de ladite clé parmi les autres,
comme nous 'avons fait avec I'insertion simple & la section 3.1 page 95.
En d’autres termes, nous devrions avoir le théoréme

ins(x, s) = mrg([z], s). (4.10)

Par conséquent, ['insertion simple est un cas spécial d’interclassement.

Néanmoins, les cotlits moyens ne sont pas exactement les mémes. D’abord,

nous avons A%f% = Amrg + 1, car nous devons tenir compte de ’emploi
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de la régle # ou ¢ & la FIGURE 4.1, comme nous ’avons reconnu a 1’équa-
tion (4.1). Alors, les équations (3.4) page 98 et (4.9) donnent

m 1 1 i 1
E=pt+2-——— S = —n+ 1.
‘Al,n 2n 1 et A 2n

Asymptotiquement, les cotiits sont équivalents :

AT A

1,n

Mais mrg/2 est légérement plus lente en moyenne que ins/2 dans ce cas :

ATTE A 1

1,n

1 .
<1 oet ATE- AP~

Par ailleurs, il est intéressant d’observer ce qui advient quand m = n,
c’est-a-dire quand les deux piles interclassées ont la méme longueur :

2 2
AME =2n — 1+ ——=W"8 -1+ —— ~ 2n. 4.11
n,n + n+1 n,n + n+1 ( )
En d’autres termes, le cotit moyen de I'interclassement de deux piles de
méme taille est asymptotiquement le nombre total de clés, ce qui est le
pire des cas.

Terminaison La terminaison de mrg/2 ala FIGURE 4.1 page 120 est fa-
cile & établir en prenant un ordre lexicographique (page 14) sur les paires
de piles qui sont, a leur tour, partiellement ordonnées par la relation de
sous-terme propre (page 13), ou, plus restrictive, la relation de sous-pile
immediate, c’est-a-dire, [x|s] > s. Les paires de dépendance des régles
k et A sont ordonnées par ([z]s], [y|t]) > ([x]|s],t) et ([z]s],t) = (s,t).0

4.2 Trier 2" clés

L’interclassement peut étre utilisé pour trier une pile de clés comme
suit. La pile initiale est coupée en deux, puis les deux parties sont coupées
a leur tour etc. jusqu’a ce qu’il ne reste que des singletons. Ceux-ci sont
alors interclassés deux & deux etc. jusqu’a ce qu’'une seule pile demeure,
une pile qui est inductivement triée car un singleton est trié par définition
et mrg(s,t) est triée si s et t le sont. Cette technique ne spécifie pas la
stratégie de coupure et, peut-étre, la plus intuitive est celle qui consiste
a couper en deux moitiés égales ou presque, 1’égalité étant atteinte pour
toutes les sections seulement s’il y a originellement 2” clés. Nous verrons
plus loin comment s’accommoder au cas général et & une stratégie de
partition différente.
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[1,3,5,7] [2,4,6,8]
/N /7 N\
3,7 [1,5 [6,8 [2,4]
'\ / \[ \ '\

Pour l'instant, considérons & la FIGURE 4.6 tous les interclassements
et leur ordre relatif dans le tri de la pile [7,3,5,1,6,8,4,2]. Nous nom-
mons cette structure un arbre d’interclassement, parce que chaque nceud
de l'arbre est une pile ordonnée, soit un singleton, soit le résultat de
I'interclassement de ses deux enfants. La racine contient logiquement le
résultat. L’arbre d’interclassement est mieux compris lors d’un examen
du bas vers le haut, niveau par niveau.

Dénotons par C;’ le nombre de comparaisons pour trier 27 clés et
considérons un arbre d’interclassement avec 2P feuilles. Il est constitué
de deux sous-arbres immédiats de 2P feuilles chacun, et la racine contient
2P+l clés. Par conséquent

Ci =0, CYfy=2-C+Cy5%,.

En déroulant la récurrence, nous aboutissons a
"1
X __op 7*mrg
=20 57 Con i (4.12)
k=0

Coit minimum Quand la pile donnée est déja triée en ordre croissant
ou décroissant, le nombre de comparaisons est minimum. En fait, étant
donné un arbre d’interclassement au nombre minimum de comparaisons,
I’échange de n’importe quels sous-arbres dont les racines sont interclas-
sées laisse le nombre de comparaisons invariant. La raison en est que
I’arbre d’interclassement est construit de facon ascendante et le nombre
de comparaisons est une fonction symétrique. Notons B le nombre mi-
nimum de comparaisons pour trier 2P clés. D’aprés les équations (4.12)
et (4.3), nous avons alors

p—1
- I -
By =271y o BR%, =p2 (4.13)
k=0
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Coilit maximum Tout comme avec le meilleur des cas, la construc-
tion d’un arbre d’interclassement avec un nombre maximum de compa-
raisons exige que tous les sous-arbres soient aussi dans le pire des cas,
par exemple, [7,3,5,1,4,8,6,2]. Soit W}’ le nombre maximum de com-
paraisons pour trier 2P clés. D’aprés les équations (4.12) et (4.4),

p—1
1
Wy =201y i Warge = (0 =12 + 1. (4.14)
k=0

Cotlit moyen Pour une pile donnée, dont toutes les permutations sont
équiprobables, le colit moyen de son tri par interclassement est obtenu
en considérant les cofits moyens de tous les sous-arbres de 'arbre d’in-
terclassement : toutes les permutations des clés sont considérées pour
une longueur donnée. Donc I'équation (4.12) est satisfaite par j;‘krék et
le colit moyen A, soit le nombre moyen de comparaisons pour trier
2P clés. Les équations (4.11) et (4.1) donnent

— 2
m;lg:2n—2+n+1.

Avec ’équation (4.12), nous obtenons de plus, pour p > 0,
= 1

Amrg k
k=0

— 9P “ 1 +p_1 1
e \? ok 2k(2F 1 1)

g

k=0 k=0
p—1 p—1 p—1
1 1 1 1
= 2p — —_— — — == 2]? - 217
= p2P — 2P ! +20y ! :p2p—0z2p—|—271
2k +1 2k +1 2k + 2-»’
k=0 k>p k=0
(4.15)

ol =) ﬁ ~ 1.264499 est irrationnel (Borwein, 1992). Puisque
0 < 27P < 1, nous avons 1/(2F +1) < 1/(2F +27P) < 1/2% et

(p—a)2P +a< Ay < (p—a)2F +2. (4.16)

La convergence uniforme de la série ) ;- m nous permet d’échanger

les limites sur k et p, puis de déduire A} — (p—a)2P =2 = 0, sip — oo.
En d’autres termes, A} est mieux approché par sa borne supérieure, pour
des valeurs croissantes de la variable p.
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4.3 'Tri descendant

Lorsque nous appliquons la stratégie de coupure au milieu & un
nombre arbitraire de clés, nous obtenons deux piles de longueurs |n/2]
et [n/2], et 'algorithme prend le nom général de tri par interclassement
ascendant. Le programme réalisant ce tri est montré a la FIGURE 4.7.

Remarquons que 'appel cutr(s, t, u) retourne la premiére moitié de ¢
sur s si s = t. La technique consiste & commencer avec s = [] et a
continuer en projetant les clés de ¢ une par une et celles de v deux par
deux, donc lorsque cutr(s, t,[]) ou cutr(s, t, [y]) sont atteints, nous savons
que t est la seconde moitié de la pile initiale et s est la premiére moitié
retournée (de longueur [n/2] si n est la longueur de la pile originelle).

Dans la premiére régle de tms/1 (anglais, top-down merge sort), nous
économisons un appel récursif a cutr/3 et un peu de mémoire en appelant
cutr([z], [y | t],t) au lieu de cutr([],[z,y | t],[x,y | t]). De plus, de cette
maniére, la seconde régle prend en charge les deux cas de base, & savoir
tms([]) et tms([y).

Par ailleurs, notons que, dans la seconde régle de cutr/2, si u = [],
alors la longueur de la pile initiale est paire, et, si u = [a], elle est impaire.
Selon les contextes d’utilisation, un inconvénient de tms/1 peut étre que
le tri est instable, c’est-a-dire que l'ordre relatif de clés égales n’est pas
toujours invariant.

Puisque toutes les comparaisons sont faites par mrg/2, la définition
de tms/1 implique que le nombre de comparaisons satisfait

Cim=Cim™ =0, O =Ciuy + Oy + Clufay ey (417)

tms([z, y |1]) = cutr([], [y |¢], 1);
tms(t) — t.

cutr(s, [y|t], [a, b|u]) — cutr([y | s], t, u);
cutr(s,t,u) — mrg(tms(s), tms()).

mrg([],t) = t;
mrg(s, []) = s;
mrg([z]s], [y[t]) — [y[mrg([z]s],?)], siz = y;
mrg([z]s],t) — [z|mrg(s,t)]

FIGURE 4.7 — Tri par interclassement descendant avec tms/1
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Cott minimum Le nombre minimum de comparaisons vérifie

rRtms __ 1Rtms __ ”tm ”tm
Bi™ = Bi™ = 0, By = B, + By + Bllja) g2

Nous avons Bi™s = BT";Q | —i—Etﬁ:?ﬂ +|n/2], via léqua- | 2° 1
tion (4.3) page 121. En particulier, 2! 10
_ 11
B2 By p BYn =B ABT 4 | w00
Introduisons la différence de deux termes successifs, 1(1)1
A, = B — B, donc Ag = 0, et cherchons une 112
contrainte. Puisque nous prenons les parties entiéres ————
par défaut et par excés de n/2, nous considérerons 2 1000
deux cas, selon la parité de n : 1001
— Ao, =BYrs, — BYrs =B — BI = A, 1812
Ay = B;?T-sl B;ams +1=A4,+1 1100
Nous avons déja rencontré A,, sous le nom v, & ’équa- 1101
tion (1.7) page 12. Définissons-1a récursivement : 1110
vo:=0, vy :i=1Up, Vopt1:=vp+ L (4.18) 1111
Cette définition devient évidente quand nous considé- |_ 1
rons les représentations binaires de 2n et 2n + 1. Re- 2llen]
marquons que v est une fonction & la simplicité trom- :
peuse, par exemple, elle est périodique car vop = 1, n
mais vop_1 = p. Revenons & notre propos : nous avons
BiMS = Bi™ + vy, et, en sommant membre & membre,  paURE 4.8
nous obtenons
n—1
B = " (4.19)
k=0

Trollope (1968) a été le premier a trouver une forme close pour Ez;é Vk,
avec une démonstration qui a été ensuite simplifiée par Delange (1975),
qui en a étendu l'analyse avec des séries de Fourier. Stolarsky (1977) a
collecté de nombreuses références sur ce sujet. A 'équation (4.13), nous
avons BYPS = 1p2P, soit B = inlgn si n = 2P. Ceci devrait nous inci-
ter a rechercher, avec Mcllroy (1974), un terme linéaire supplémentaire
dans le cas général, soit les plus grandes constantes réelles a et b telles
que, si n > 2,

Low(n): snlgn +an+ b < B (4.20)

Le cas de base est Low(2): 2a+b < 0. Le moyen le plus simple de structu-
rer Pargument inductif est de suivre la définition de Bf™ quand n = 2p
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[ Bits de n H

o0 ... 0 0
Biys :
1 ... 1 2P — 1
110 ... O 2P
: Btms :
1 2P +4—1

FIGURE 4.9 - B, = B5S + BI™ + i

et n = 2p + 1, mais un minorant de B2p 21 dépendrait des minorants
de Btms et B;‘,"fl, ce qui cumulerait les imprécisions. Au lieu de cela, si
nous pouvions nous appuyer sur au moins une valeur exacte a partir de
laquelle construire inductivement la borne, nous gagnerions en précision.
Par conséquent, nous devrions obtenir de meilleurs résultats si nous pou-
vions décomposer B ;, ot 0 < i < 2P, en termes de B5° (exactement)
et Bims. Ceci devient facile si nous comptons les bits & la FIGURE 4.9,
qui est la méme table qu’a la FIGURE 4.8, ou n = 2P 4 i. (Gardons en
téte que B est la somme des bits jusqu’a n — 1, comme nous pouvons
le constater a 1’équation (4.19).) Nous constatons que

By, = By + B 4. (421)

(Le terme 7 est la somme des bits les plus a gauche.) Donc, supposons
Low(n), pour tout 1 < n < 2P, et prouvons Low(2P + i) si 0 < i < 2P. Le
principe d’induction entraine alors que Low(n) vaut pour tout n > 2. Le
pas inductif Low(2P + i) devrait nous offrir 'opportunité de maximiser les
constantes a et b. Soit m = 2P. En employant Biy® = %p2p et 'hypothese
d’induction Low(i), nous avons :

smlgm+ (Yilgi+ ai+b) +i < BMS + BIMS 4§ = Bims (4.22)

m—41°

Pour le pas inductif, il nous faut 2 (m-+14)lg(m+1i)+a(m+i)+b < B,
Avec (4.22), cela est impliqué par

s(m+i)lg(m—+1i) +a(m+i)+b< dmlgm+ (3ilgi + ai +b) + 1.

A ce point, nous plongeons i dans les nombres réels en posant i = x2P,
ol x est un nombre réel tel que 0 < x < 1. Alors, l'inégalité suivante
implique le résultat :

a < ®(z), ot ®(z) = tzlgzr — (1 +2)lg(l +z) + =
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La fonction ® est contintiment prolongée en 0 car lim, ,gzlgx = 0, et
elle est dérivable sur 'intervalle fermé [0, 1] :

dd 1 4x
— =—-lg——. 4.23
dr 2 %7 +1 (423)
La racine de d®/dx = 0 est 1/3, et la dérivée est négative avant et positive
aprés. Par conséquent, amax := minp<y<1 P(x) = @(%) = —% lg %. Le cas
de base était b < —2a, donc byax = —20max = 1g %. Finalement,
tnlgn— (3lg3)n+lgs < B, (4.24)
oll %lgg ~ 0.2075. Le plus important est que le minorant est atteint

quand x = 1/3, c’est-a-dire si 2P +i = 2P + 227 = (1 + 1/3)2P = 2P+2/3
ou, en général, 2¥/3. Les entiers les plus proches sont [2¥/3] et [2¥/3],
donc nous devons trouver lequel minimise B — inlg(3n), étant donné
que %nlgn — (% lg %) n = %nlg(%n). Nous débutons avec les théorémes
suivants.

Lemme 1. Les entiers de la forme 4P — 1 sont divisibles par 3.

Démonstration. Soit Div(p) la proposition a prouver. Clairement, Div(1)
est vraie. Supposons Div(p) et prouvons Div(p 4+ 1). L’hypotheése d’induc-
tion veut dire qu’il existe un entier ¢ tel que 47 —1 = 3¢q. Par conséquent,
4r+l 1 =3(4g+ 1), ce qui signifie que Div(p + 1) est vraie. Le principe
d’induction implique alors que le lemme est vrai pour tout entier p. [l

Théoréme 2. Nous avons BY — By = [k/2|, o ¢y, := [2%/3].

Démonstration. Soit ¢y, := [2¥/3]. Soit k est pair ou impair.

— Si k = 2m, alors 2¥/3 = (4™ —1)/3 4 1/3. Puisque 1/3 < 1 et que,
par le lemme 1, (4™ — 1)/3 est un entier : 2¥/3 = |2¥/3| 4+ 1/3 et
L2k/3J — (4m _ 1)/3 — 4m—1 4 4m—2 e 1= 22m—2 4 22m—4 4
-++4+1=(1010...01)3. Donc vy, , = m. On a BI, = B + v,
donc B, — BYYS =m, soit BN, — By = [k/2].

~ Si k = 2m + 1, alors 2¥/3 = 2(4™—1)/3 + 2/3. Puisque 2/3 < 1
et que, par le lemme 1, (4™ — 1)/3 est un entier, nous avons donc
2k/3 = |2%/3] +2/3 = [2%/3] — 1/3 et |2F/3] = 2(4™ — 1)/3 =
22m=1422m=3 4 ...42 =(1010...10)2; d’olt v, ,, = m. D’aprés

By = Bi® + vy, vient BT, — B"* = m, ou, de maniére
A1 1’tms Rtms _
équivalente, BN — By = |k/2]. O

Soit Q(x) = T lg(%:):'). Compgrons E;{:S — Q(¢y) avec 7t1T_5¢k —Q(1 —l—qﬁk)
selon la parité de k. Si la premiére différence est plus petite, alors 'entier

P = ¢ minimise B;ms — %p lg(%p) ; sinon c’est p = 1 + ¢p.
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~ Si k= 2m+ 2, alors ¢amr2 = 22" + g9, (théoréme 2). D’aprés
I'équation (4. 21) Btms = B +B tms S +dom = Btms — A"+ Pom.
En ajoutant membre a membre pour des Valeurs Ccroissantes de
m = 0 am = n — 1 entraine Btms = Btms—{—S + > qugm,
ou S, := Y"1 m4™. Nous avons S, + n4” = > _ md™ =
Sl (m—|—1)4m+1 4.8, +43 1 g, Finalement nous tirons
9-S, = (3n—4)4"+4. D’un autre cote 93" o = 4" —3n—1.

Enfin, en remarquant que ¢g = 0 et Btms = 0, nous obtenons
Birs = (n —1)p2n. (4.25)
Cherchons maintenant Q(¢2,) = $¢2,(2(n — 1) +1g(1 — 1/4™)) =

Bine + 149, 1g(1 — 1/4™), en usant de (4.25). Si nous définissons
f(x) (1-2)In(1—1/x), alors BY® —Q(¢2,) = f(4")/(6In2). Un

peu d’analyse réelle élémentaire révele que 31n% < f(z) < 1, avec
x> 4, cest-a-dire 1 — 11g3 < Btms —Q(¢2n) <1/(6In2),sin > 1.

Cela donne 'encadrement | 0.2075 < BY® — Q(¢2,) < 0.2405.

D’aprés le théoréme 2 et I’équation (4.25), 1IOUS aVOons

Bt = (n—1)(1+ dan) + 1. (4.26)

De plus, Q(L+ dan) = 5(1 + ¢20)(2(n — 1) +Ig(1 + 1/2°"1)) =
Bﬁrf@ —1+5 (4n + 2) lg(1 4+ 2/4™), la derniére égalité reposant
sur l'égalité (4 26). Si g(z) == 1 — &(z + 2)1g(1 + 2/4"), alors
Etln_?_s@n — Q(1 4 ¢2,) = g(4™). Une analyse élémentaire montre
que 2 —1g3 < g(x) < 1—-1/(3In2), quand = > 4, c’est-a-dire
2-1g3 < g(4") <1-1/(3In2), ot n > 1. D’ou l'encadrement

0.4150 < Btl"jrs(z,2 — Q(1+ ¢2,) < 0.5192.

Donc p = ¢gy = (1010....01)y minimise BE™ — 3plg(3p).

~ Sik=2m+1, alors ¢pomi1 = 22 1+ ¢oy, 1 (théoréme 2). D’aprés
I’équation (4.21), nous tirons B;‘bms - = BT 92m—1 +Btms Lt oam—1 =
Bg;‘; — (2m — 1)4™ ! 4 ¢2,,_1. En sommant membre a membre
pour des valeurs croissantes de m = 1 & m = n—1, et en multipliant
par 9 entraine 98;5’“11 =181 —-3(4"-1)+ Sl bomer, qui se

simplifie en
BIms = (n— &)pont. (4.27)

D2n+1

Nous avons alors Q(dont+1) = sdont1(2n — 1+ Ig(1 — 1/4™))

Bg;‘jﬂ +1¢9111g(1—1/4"), ot la derniére égalité résulte de (4.27).
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Si nous posons f(z) := (1 —z)In(l — 1/x), comme nous l'avons
fait pour Q(¢2,), nous avons BYT*  — Q(¢2n41) = f(4")/(3In2).

Nous savons déja que BIn% < f(x) < 1, si ¢ > 4, c'est-a-dire

lg3 -2 < B  — Q(p2n+1) < 1/(3In2), si n > 1. Nous avons

Pon+1

donc I'encadrement | 0.4150 < Bg;;l — Q(¢2n+1) < 0.4809.

D’apres le théoréme 2 et I’équation (4.27), nous déduisons
By, = (- DA+ dons1) + 1. (4.28)

De plus, Q(1 + ¢ant1) = 3(1+ ¢ont1)(2n — 1 +1g(1+1/227+1)) =

B =5+ (1 + 22T Ig(1 + 1/22741) 1a derniére égalité

résultant de (4.28). Si nous posons h(z) := 1 —(1+x)lg(1+1/z),
alors B&T_fmn“ —Q(1+¢2n11) = h(22"T1). Une analyse élémentaire
montre que 5 — 31g3 < h(z) < 1/2-1/(61n2), si x > 8, cest-a-

dire que 5 —31g3 < BT, | —Q(1+dan41) <1/2-1/(6In2), si

n> 1 Don|02450 < B, — Q1+ ¢ans1) < 0.2596.

Donc p =1+ ¢omy1 = (1010...1011)s minimise E}t,’"s — %plgp.

Finalement, nous déduisons de ’analyse précédente que le minorant
de (4.24) est atteint si n = 2 (le cas de base) et est sinon approché au
plus prés quand n = (1010...01)3 oun = (1010...1011)s. Prises comme
un tout, ces valeurs constituent la suite de Jacobsthal, définie par

Jo=0; J1 =1; Jpro = Jpt1 + 2J,, forn > 0. (4.29)

Employons maintenant la méme approche inductive pour trouver un
bon majorant a Bi™. En d’autres termes, nous voulons minimiser les
constantes réelles a’ et b telles que, si n > 2,

Birs < gnlgn+an+b.

La seule différence avec la recherche du minorant est que les inégalités
sont inversées, donc nous voulons

®(z) < d, ot (z) := Jzlgr — 3(1+2)lg(l +z) +z.

Ici, il nous faut trouver le maximum de ® sur l'intervalle fermé [0, 1].
Les deux racines positives de ® sont 0 et 1, et ® est négative entre elles

(voir (4.23)). D’ou : al ;. := maxp<z<1 P(z) = ®(0) = &(1) = 0. Par
ailleurs, d’aprés le cas de base : b/, = —2amin = 0. Finalement, nous

avons dérivé ’encadrement suivant :

inlgn — (%lg%)n—i—lg% < B < Inlgn. (4.30)
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Le majorant est clairement atteint si n = 2P a cause de I’équation (4.13).
Il est aussi évident maintenant que Btms ~ %n lg n, mais si nous n’étions
seulement intéressés que par ce faible résultat asymptotique, Bush (1940)
en donne une dérivation trés simple grace & un dénombrement de bits de
la FIGURE 4.8 page 132. Rappelons que Delange (1975) a étudié BI™S dans
le cadre de I'analyse réelle et a montré que Btms = %nlgn + Fy(lgn) - n,
ou Fj est une fonction périodique de période 1, continue et nulle part
dérivable, et dont la série de Fourier montre que sa valeur moyenne est

environ —0.145599.

Cott maximum Le nombre maximum de comparaisons satisfait

IAtMSs _ yA)tms IAEMS . A tm JAEM BV WLLLLE S
We™ =Wi™ =0, Wy™ =Wl + Wia + Wiaja) /21

L’équation (4.4) page 122 done WIMS = 7{27% + Wtﬁ:;z] +n—1et

W™ = W™ = 0; WERS = 2W™+2p—1, WEDS | = Wi+ WS +2p.
Posons la différence entre deux termes successifs : Ay, := WS — WEms,
— Sin = 2p, alors Ay, = Ap + 1.
~ Sin =2p+1,alors Wii3, = 2- WS +2p+1, dott Agyyy = Ap+1.
En somme, Ag =0 et A, = A, /5] + 1. Si nous déroulons la récurrence,
nous trouvons que A, = A||,/2)/2] + 2, donc nous devons simplifier

LLL---1/2172)

Théoréme 3 (Parties entiéres par défaut et fractions). Soit x un nombre
réel et q un entier naturel. Alors ||z]/q] = |x/q].

Démonstration. L’égalité est équivalente a la conjonction des deux in-
égalités complémentaires | |x|/q] < |x/q] et |xz/q] < |[|z]/q]. La pre-
miére est une simple conséquence de |z] < z. Puisque les deux mem-
bres de la seconde sont des entiers, |x/q| < |[z]/q] est équivalente a
p < |z/q] = p < ||z]/q], pour tout entier p. Un lemme évident est que
si ¢ est un entier et y un réel, ¢ < |y] < i < y, donc I'inégalité originelle
est équivalente a p < x/q = p < |x]|/q, qui est trivialement équivalente
apg < x = pg < |x]. Puisque pg est un entier, cette implication est
vraie par le méme petit lemme précédent. ]

En usant du théoréme 3, nous déduisons A,, = m, ou m est le plus
grand entier naturel tel que |[n/2™] = 0. En d’autres termes, m est le
nombre de bits dans la notation binaire de n, que nous retrouvons a
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I'équation (1.6), donc A,, = |lgn|+1. En revenant a la définition de A,,,
formons S 771 Ay, et donc

n—1

WS = "(|1gk| +1). (4.31)
k=1

Alors que le cotit minimum est le nombre de bits & 1 jusqu’a n — 1, nous
voyons maintenant que le colit maximum est le nombre total de bits
jusqu’a n — 1. Cela nous incite & parier que WM ~ 2. BI™S ~ nlgn,
car nous nous attendons a ce que le nombre de bits & 0 et a 1 soient les
mémes en moyenne. Considérons & nouveau la table des bits & la figure
FIGURE 4.8 page 132. La plus grande puissance de 2 qui est inférieure
a n est 287 parce que c’est le nombre binaire (10...0)2 qui posséde
le méme nombre de bits que n; il figure donc dans la méme section de
la table que n. La technique consiste a compter les bits en colonnes, du
haut vers le bas, et vers la gauche. Dans la colonne la plus a droite, nous
trouvons n bits. Dans la deuxiéme colonne & partir de la droite, nous
lisons n — 2! + 1 bits. La troisiéme contient n — 22 + 1 bits etc. jusqu’a
la colonne la plus & gauche qui regroupe n — 28" 1 bits. Le nombre
total de bits dans la table est donc

n llgn]

S(lgkl+1) = 3 (n—2F+1) = (n+1)([lgn) + 1) — 2L+ 41,
k=1 k=0

Soit n := (by—1...bo)2, alors om—l < Loam_1et 2l <com1l41(
n+1<2™ doncm—1<lg(n+1) <m,doum=[lg(n+1)], ce qui,
avec l'aide de ’équation (1.6) page 12, prouve 1 + [lgn| = [lg(n +1)].
En conséquence, 1'équation (4.31) peut étre réécrite comme

WENS = Wims =0, WM = n[lgn] —2/enl 4 1. (4.32)

Cette équation est plus subtile qu’elle ne parait, a cause de la périodicité
cachée dans 28”1, Nous analysons selon que n = 2P ou non :
— sin=2P alors W™ =nlgn —n+1;
— sinon, [lgn] = [lgn] +1 =1Ign — {lgn} + 1 et W™ = nlgn +
0(1—{lgn}) -n+1,o06(x) :=x—2% et {x} := x— x| est la partie
fractionnaire du réel x. En particulier, 0 < {x} < 1. La dérivée est

0'(x) =1—2%1In2; elle a une racine 0'(z9) = 0 & g = —lgln2
et elle positive avant xg, et négative aprés. Donc 6(z) atteint son
maximum en xp : maxo<z<1 0(x) = 0(xg) = —(1 +Inln2)/In2 ~

—0.9139, et ming<z<1 0(x) = 6(1) = —1. Par injectivité, §(1) =
0(1 — {lgn}) implique {lgn} = 0, soit n = 2P (premier cas).
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En conclusion : W™ = nlgn+A(lgn)-n+1, ot A(z) := 1—{z} —21-{=}
est une fonction périodique, car A(z) = A({z}), encadrée comme suit :
—1 < A(z) < —1/In2-1gIn2 < —0.91. Une analyse plus poussée de A(x)
fait appel & des séries de Fourier ou & ’analyse complexe; sa valeur
moyenne est environ —0.942695. Les auteurs de référence sur ce sujet
sont Flajolet et Golin (1994), et aussi Panny et Prodinger (1995). Nous
pouvons maintenant conclure :

nlgn —n+1< WM < nlgn —0.91n + 1. (4.33)

Le minorant est atteint si n = 2P. Le majorant est approché au mieux
quand {lgn} = 1+ lgln2, soit quand n est l'entier le plus proche de
2P In 2 (prendre la notation binaire de In2, décaler le point décimal (ou
virgule) p fois vers la droite et arrondir). Trés clairement, WM ~ nlgn.

Cotit moyen Soit A!™ le nombre moyen de comparaisons pour trier
n clés de facon descendante. Toutes les permutations de la pile donnée
étant également probables, I’équation (4.17) devient

Atms __ " Atms __ “Atm Atm
AT = A =0, A = AT+ ARy + AT ) 2]

L’équation (4.9) implique, a son tour,

“Atms _ " qtms “Atms _ UL/QJ _ [n/Q—‘
A = Al AR T BT T el T

Si nous procédons comme avec les extremums du cofit, nous obtenons

2 2
Abms = 2. AMMS 4 2p — 2+p , ASpS ) = AP 4 AT +2p — +m.

z déli = ene a
Ces récurrences sont assez délicates. Poser A, := A — A" mene a

2 2
Nop=Ap+1+—7——"— Ngpy1=A,+1

Contrairement aux équations aux différences que nous avons dérivées
pour les extremums du cofit, celles-ci ne sont pas d’une grande aide, par
conséquent nous devrions opter pour une approche inductive, comme
nous I'avons fait pour trouver I'encadrement serré de BI™. Les inéqua-
tions (4.16) page 130 sont équivalentes & nlgn — an + a < A™ <
nlgn —an + 2 si n = 2P, et cela nous suggére de rechercher des bornes
de la forme nlgn + an + b aussi quand n £ 2P.
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Commencgons par la borne inférieure et entreprenons de maximiser

les constantes réelles a et b dans
H(n): nlgn+an+b < A™S, avec n > 2.

Puisque H(2p) dépend de H(p), et que H(2p+1) dépend de H(p) et
H(p+1), la propriété H(n), pour tout n > 1, dépend donc transitive-
ment de H(2) seul, parce que nous itérons des divisions par 2. Si nous
écrivons H(n) ~» H(m) pour dire : ‘H(n) dépend de H(m)’, nous avons
alors, par exemple, H(23) ~» H(22) ~ H(2'); H(7) ~ H(3) ~ H(2) et
H(7) ~» H(4) ~ H(2). H(2) équivaut a

2a+b+1<0. (4.34)

Parce que la définition de A dépend de la parité de n, le pas inductif
sera double. Supposons H(n) pour n < 2p, en particulier, nous suppose-
rons H(p), qui, avec I'expression de Aggs ci-dessus, équivaut a

2
t
(2plgp + 2ap + 2b) +2p — 2 + m < ./42';5.

Nous voulons H(2p): 2plg(2p) + 2ap + b = 2plgp+ 2ap + 2p + b < AP,
qui tient si la condition suffisante suivante est satisfaite :

2
2plgp+2ap+2p+b<2plgp+2ap+2b+2p—2+m,

ce qui équivaut a
2 2p

- = <b.
p+1 p+1

Soit ®(p) := 2p/(p + 1). Cette fonction est strictement croissante pour
les valeurs p > 0 et ®(p) — 27, lorsque p — +oc.

L’autre pas inductif concerne les valeurs impaires de n. Nous suppo-
serons H(n) pour tout n < 2p + 1, en particulier, nous supposons H(p)
et H(p + 1), qui, avec 'expression de Ag;frl ci-dessus, implique

2 _
(plgp+ap+b)+((p+1)lg(p+1)+a(p+1)+b)+2p—l+m < AR
qui peut étre simplifiée légérement comme suit :

2 “Atms
plgp+(p+1)1g(p+1)+a(2p+1)+2b—|—2p—1+m< i1

Nous désirons établir H(2p + 1): (2p+1) lg(2p+1)+a(2p+1)+b < AFS |,
qui est donc impliquée par

2
(2p+1)1g(2p+1) <p1gp+(p+1)1g(p+1)+b+2p—1+m.
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Soit U(p) :== 2p+1)1g(2p+1)—(p+1)lg(p+1)—plgp—2p+1— 1%'
Nous avons alors la condition ¥(p) < b et

dv 2 4p° +4p+1
—(p) = 5 +lg—— -2
dp (p+2) p*+p
AU dv
- — —_— = +
Jim 2 (p) = too, - lim 2 2(p) =07
> 4 1

0.

P T T R st Dt e

Donc, ¥(p) croit strictement sur p > 0. Cherchons lim, , - ¥(p) en
réécrivant W(p) comme suit :

W(p) = 2 — o+ (2p+ )l + 1) — (0 + 1) lglp+ 1)~ plgp

p+2

2 1 p+ 1
=24+ — 4plg(14+——) +1 .

p+2 pg( 4p(p+1)> St

La limite de zIn(1 + 1/2%) quand 2 — 400 est obtenue en changeant
x en 1/y et en considérant la limite quand y — 0%, qui est 0 par la régle
de 'Hépital. Ce résultat peut étre étendu et appliqué au grand terme
dans ¥(p), et, puisque tous les autres termes variables convergent vers 0,
nous pouvons conclure que ¥(p) — 27, lorsque p — +oc.

Etant donné que nous devons satisfaire les conditions ¥(p) < b et
®(p) < b pour que le double pas inductif tienne, nous devons comparer
U(p) et ®(p) lorsque p est un entier naturel : nous avons (1) < V(1)
et (2) < ¥(2), mais ¥(p) < ®(p) si p > 3. Par conséquent, pour que
la constante b ne dépende pas de p, elle doit étre supérieure a 2, qui est
le plus petit majorant de f et g. Mais l'inéquation (4.34) nous dit que
nous devons minimiser b pour maximiser a (ce qui constitue la priorité),
donc devons choisir la limite : by, = 2. La méme inégalité entraine
a < —3/2, donc amax = —3/2 et le principe d’induction compléte établit,
pour n > 2,

nlgn — ;n +2 < A, (4.35)

Ce minorant n’est pas trés bon, mais il a été obtenu sans grande peine.
Nous pouvons nous souvenir du minorant au cas oit n = 2P, dans (4.16)
page 130 : nlgn —an +a < A ott o ~ 1.264499. En fait, Flajolet et
Golin (1994) ont prouvé

nlgn —an < A™™S, (4.36)

A T’asymptote, ce minorant est identique & celui pour le cas n = 2P. Notre
méthode inductive ne peut mener & ce beau résultat car elle produit des
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conditions suffisantes qui sont trop fortes, en particulier, nous n’avons

pas trouvé de décomposition A3, = A5PS 4 AM™S + .

Cherchons maintenant les plus petites constantes réelles a’ et V' telles
que pour n > 2, A < nlgn+a'n+b. Le cas de base de H(n) dans (4.34)
est ici inversé : 2a’ + b 4+ 1 > 0. Par conséquent, pour minimiser a’,
nous devons maximiser ¥'. Par ailleurs, les conditions sur ¥ déduites
des pas inductifs sont aussi inversées par rapport a b : b < ®(p) et
b' < U(p). Le cas de base est H(2), soit p = 1, et nous avons vu tantdt
que (1) < ¥(1), donc nous devons avoir b’ < (1) = 1. Par conséquent,
la valeur maximale est o/ . = 1. Finalement, ceci implique que a’ > —1,

max
doual ., = -1

En regroupant nos bornes, nous avons ’encadrement
3 “Atms
nlgn—§n+2 <A™ < nlgn—n+ 1.

Trivialement, nous avons A ~ nlgn ~ WM ~ 2. BI™ Flajolet
et Golin (1994) ont prouvé, au moyen d’une analyse bien au-dela de la
portée de ce livre, le résultat tres fort suivant :

At = nlgn + B(lgn) -n+ O(1),

ol B est une fonction périodique de période 1, continue et nulle part
dérivable, dont la valeur moyenne est environ —1.2481520. La notation
O(1) est un cas particulier de la notation dite de Bachmann pour désigner
une constante positive inconnue. La valeur maximale atteinte par B(x)
est approximativement —1.24075, donc

Atms = nlgn — (1.25 £ 0.01) - n + O(1).

4.4 Tri ascendant

Au lieu de couper une pile de n clés en deux moitiés, nous pourrions
la diviser en deux piles de longueur 211871-1 et p—2M1871-1 4y 1e premier
nombre représente la plus grande puissance de 2 strictement inférieure
an. Par exemple, si n = 11 = 22421429 nous partagerions en 2% = 8 et
21420 = 3. Bien siir, si n = 2P, cette stratégie, nommeée ascendante, coin-
cide avec celle du tri par interclassement descendant, ce qui, en termes
de cofit, s’exprime ainsi : C57s = Cyp' = Cy', ot bms/1 réalise le tri par
interclassement ascendant (anglais, bottom-up merge sort). En général,

Abms _ Abms __ ~bms __ ~Abms ~bms omrg
CO - Cl - 07 Cn - C2[lgn—\71 + Cn_zﬂgn]fl + C2[lgn—\71,n_2[lgn—\fl'

(4.37)
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[1,2,3,4,5,6,7] 22 421 4 20
VAN /" N\
[1,3,5,7] [274, 6] 22 2! -l- 20
/N / N\
[?’n z] [;, ?] [37 S] [‘ll]
[7] (3] [5] [1] [6] [2] [4] A 20
(a) Arbre pour [7,3,5,1,6,2,4] (b) Longueurs seules

FIGURE 4.10 — Arbre d’interclassement pour sept clés

La FIGURE 4.10a montre ’arbre d’interclassement de sept clés triées
de cette maniére. Remarquons que le singleton [4] en bas est relié¢ par un
arc sans fléche au nceud au-dessus parce qu’il est interclassé au niveau
au-dessus avec [2, 6], une pile deux fois plus longue. Le déséquilibre des
longueurs est propagé vers le haut. Le cas général est mieux suggéré en
ne conservant de chaque nceud que la longueur de la pile associée, comme
on peut en voir un exemple & la FIGURE 4.10b.

Cotit minimum  Soit B2™ le cotit minimum pour trier n clés de ma-
niére ascendante. Soit n = 2P + ¢, avec 0 < i < 2P. Alors, de I'équa-
tion (4.37) page précédente, et (4.3) page 121, nous déduisons :

Eglr)njl Bbms +E$ms+i7
que nous identifions comme une instance des équations fonctionnelles

suivantes : f(0) = f(1) =0, f(2) = Let f(2P+1) = f(2P)+ f(i) + 1, avec

f = B™S, comme on le voit a I’équation (4.21) page 133. Par conséquent,
BEms =B = " (4.38)

Nous pouvons donc réutiliser I'encadrement de BE™ :

1

1 4 bms
2nlgn—<2lg3>n+lg < B

1

2n lgn. (4.39)

Le minorant est atteint si n = 2 et est approché au plus prés lorsque n est
un nombre de Jacobsthal (voir équations (4.29) page 136). Le majorant
est atteint quand n = 2P.
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Cott maximum Soit WE™ le cotit maximum pour trier n clés de
maniére ascendante. Soit n = 2P 4 4, avec 0 < ¢ < 2P. Alors, de 'équa-
tion (4.37) page 142, et (4.4) page 122, nous déduisons

VWBmS. = WWBms 4 Wbms 9P 4 1. (4.40)

Cherchons un minorant de W™ en fondant une induction sur cette
équation. Précisément, trouvons les plus grandes constantes réelles a et b
telles que, pour n > 2,

nlgn +an +b < W™,

Le cas de base est n = 2, soit, b < —2a — 1. Supposons que le minorant
tienne pour n = i et souvenons-nous de 'équation (4.14) page 130, qui
prend ici la forme W5 = p2P — 2P + 1. Alors (4.40) entraine :

(p2P — 2P + 1) + (ilgi +ai +b) + 2P +i — 1 < VBT,

bms

qui est équivalente & p2P +ilgi+i+ai+b < W5y ;- Nous voulons que le
minorant tienne si n = 2P+, soit (2P+4) 1g(2P +i)+a (2P +i)+b < WES,.
Clairement, cela est vrai si la contrainte plus forte qui suit est vraie :

(2P +4)1g(2P +4) +a(2P +4) + b < p2P +ilgi + i+ ai + b.

Cette inégalité est équivalente a a2P < p2P — (2P +4)1g(2P + 1) +ilgi + .
Plongeons 7 dans les nombres réels en posant ¢ = 2P, ol z est un nombre
réel tel que 0 < z < 1. Alors, 'inégalité en question équivaut a

a< ®(x), ot &(x) :=xlgr — (1+2)lg(l +z) + .
La fonction ® peut étre étendue par continuité en 0, car lim,_,g xlgx = 0,
et elle est dérivable sur l'intervalle fermé [0,1] :

d@il 2x

dx gx—l—l'

La racine de d®/dx = 0 est 1, la dérivée est négative avant et positive
aprés; donc @ décroit jusqu’a ce que & = 1 : apax 1= ming<,z<1 () =
®(1) = —1. Du cas de base, nous tirons : byax ‘= —2amax — 1 = 1. Par
conséquent,

nlgn —n+1 < WEMs,

Le minorant est atteint quand = 1, c’est-a-dire i = 2P, soit n = 2P*1.
Cherchons maintenant les plus petites constantes réelles a’ et V' telles
que, pour n = 2,
Whms <nlgn4a'n+10.
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La différence avec le minorant est que les inégalités sont inversées et nous
minimisons les inconnues, au lieu de les maximiser. Par conséquent, le cas
de base est ici b > —2a—1 et la condition pour I'induction est a’ > ®(z).
Nous connaissons le comportement de ®, donc @) ;, := maxo<z<1 ®(x) =
®(0) =0, et bl ;, = —2al, —1=—1. En conclusion,

nlgn—n+1< W™ < nlgn — 1. (4.41)

Puisque ®(x) a été étendue en x = 0, le majorant est approché au plus
pres lorsque ¢ = 1, la plus petite valeur possible, soit quand n = 2P + 1
(I'interclassement le plus déséquilibré : des piles de taille 2P et 1). Une
étude plus approfondie par Panny et Prodinger (1995), fondée sur une
analyse de Fourier, confirme que les termes linéaires de cet encadrement
ne peuvent étre améliorés et elle montre aussi que la valeur moyenne du
coefficient linéaire est environ —0.70057.

Une autre approche Bien que nous ayons déja encadré ngs au
plus prés, nous pouvons apprendre quelque chose de plus en exprimant
le cotit d’une fagon différente de celle de sa définition, d’une maniére
plus adaptée & des calculs élémentaires aussi. En toute généralité, soient
r>0ete. > --->e >e =0telsquen:=2% 4 ... 42 4 2% > (),

Nous avons employé cette décomposition a I’équation (1.6) a la page 12.
Considérons alors a la FIGURE 4.11 20r ... 4 2%

I’arbre de tous les interclassements pos- ger i 2&_‘1\_’_ 4 9¢0

sibles dont on ne retient que les lon- / v

gueurs. Les triangles sont des sous-arbres Qér—1 Q€1 4 9€0

constitués d’interclassements équilibres, 61/ N\ e

c’est-a-dire d’interclassements entre piles 2 2

de méme longueurs, pour lesquels nous /\ /\

connaissons déja le nombre de comparai-
sons. Les longueurs des interclassements
déséquilibrés se trouvent dans la branche descendant & droite, c’est-a-
dire les nceuds a partir de la racine, 2% 4 --- 4 2% jusqu’a 2¢1 4 20,
A la FIGURE 4.12 page suivante sont montrés les arbres de cotit maxi-
mum pour n pair et n + 1. Les expressions encadrées ne se trouvent pas
dans l'arbre en opposition, donc, la somme dans chaque arbre des termes
non-encadrés est identique.
— Si n est pair, & la FIGURE 4.12a page suivante, cette somme est
WEms _ - Elle égale Wg'fi — 2°0 — Wg{)“s a la FIGURE 4.12b page
suivante. En égalant les deux :

FIGURE 4.11 - 37%_ 2% clés

Whms _ - — Jbms _ 90 _ Yybms. (4.42)



146

CHAPITRE 4. TRI PAR INTERCLASSEMENT

2 =02

X2

7 ~ AN
JAb -1 . JAb —1 .
W3 2imo 26]} W3 352029
s /o
WhTs | 201 4 2¢0[ 1] Whms | 2e1 4 9¢0
/N
WSsEs - Vs Wwhms o [2%
W o

(a) La somme est JWb™s (b) La somme est W%Tl

FIGURE 4.12 — Arbres de cotit maximum pour n pair et n + 1

Explicitons que ey est une fonction de n (il s’agit de la plus grande
puissance de 2 qui divise n) : ep := py,. De plus, nous savons déja
que v, = r+1 et WH™S = 0. Prendre n = 2k dans I'équation (4.42)
implique alors la récurrence

WS | = WENS + 2°2 + 1y, — 1. (4.43)
La fonction p, (anglais, ruler function) est étudiée par Graham
et al. (1994), Knuth (2011) et satisfait les récurrences suivantes
pan+1 =0, (4.44)

p1 =0, p2n = pn + 1,

pour n > 0. On les devine facilement a partir de la notation binaire
de n car p, compte le nombre de zéros a droite. Ceci nous permet
de simplifier un petit peu I’équation (4.43) en

WhDS | = WhMS 4+ 2. 27% 41 — 1. (4.45)

— Si n est impair, nous construisons les arbres a la FIGURE 4.13

page suivante. La somme des expressions non-encadrées a la FI-
GURE 4.13a est WPms — Z;[l) Wg,ﬁ"s =3 2P +2((g— 1)+ (r—
q+1)) = Wi = ST 0((k = 125 +1) = 1, 2 + 20 = Wi —
(¢ —1)29— g+ 2r+1, en utilisant I’équation (4.14) et ZZ;E k2k =
(¢ —2)27 + 2. En effet, soit S, := S.0_} k281 Alors S, + q297 ! =
S k2R = S (e 1)2k = YT k2R T ok = 2.5, g+
29 — 1, d’on

Sy =01 k2k1 = (g —2)277 4 1. (4.46)
La méme somme & la FIGURE 4.13b vaut W™ —WEMS4-(r—g+1) =

72’};51 — (g — 1)27 — g + r. Nous égalons ces deux sommes et les
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g 29 + 21 3 =g 2 + 20[ 1]
/ v / v
Whms 2¢s + 29[ 2] Whms 9¢a 2q
bms ﬁﬂ Wg§ Wbms
Wsz“i E-

Wbms Wbms

(a) La somme est YVbms (b) La somme est W%Tl

FIGURE 4.13 — Arbres de coiit maximum pour n impair et n + 1

simplifions en
WETS = WE™S 7 1 = WE™ + 1.

En nous souvenant des récurrences (4.18) page 132 et en posant
n = 2k — 1, cette équation est simplifiée en

WhNS = Whms 4y + 1. (4.47)
D’apreés les équations (4.47) et (4.45), nous déduisons
WEPS = WS + 2.2 4 g+, WETS, = WEDS +2.27% 4 2p

Ces équations sont un moyen suffisant pour calculer les valeurs de ngs.
En sommant les c6tés pour des valeurs croissantes de la variable & donne

p p D D p—1
AT L) SELED SUEED SUEE) SELE) DU
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

(4.48)
p— — b~ -
WhMs = WBms 123 "0k 123 "1y =1+2) 20 42wy (4.49)

Ces expressions contiennent deux fonctions interessantes qui jouent un
role en théorie élémentaire des nombres : > 7 _ ka et Zk | Vks cette
derniére étant B:Bms, comme nous l'avons vu a I’ equatlon (4.38).

Cotlit moyen Soit 712’“5 le nombre moyen de comparaisons pour trier
n clés de maniére ascendante. Toutes les permutations de la pile étant
également probables, I’équation (4.37) page 142 donne ABmS = Aﬁ’ms =0,

ngs - Zgﬁgsn“ 1 + .A 2[lg7ﬂ 1 + A

2ﬂgn—| 1TL 2[lgn]—1"
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qui, avec I'équation (4.9), & son tour implique AE™S = AP™s = () et

ollgn]-1 n — ollen]-1
n—20enl-1 41 2Men]-1 471

“Abms _ “gbms “Abms
'An - AQ[lgn]fl + An_zﬂgn]fl + n—

Cette définition est plutot intimidante, donc tournons-nous vers l'induc-
tion pour trouver un encadrement, comme nous I’avons fait pour Bims
dans l'inégalité (4.20) page 132. Commengons avec le minorant et cher-
chons & maximiser les constantes réelles a et b telles que, si n > 2,

H(n): nlgn +an +b < A2ms.
Le cas de base de I'induction est H(2) :
2a+b+1<0. (4.50)

Supposons alors H(n) pour tout 2 < n < 2P, et montrons H(2P + i), pour
tout 0 < i < 2P. Le principe d’induction ensuite entraine que H(n) est
vrai pour tout n > 2. Si n = 2P + 4, alors [lgn] — 1 = p, donc

P 1

ARTS; = MBS+ e 2 i - S —

(4.51)

Par hypothése, H(i) tient, soit ilgi + ai + b < AP™, mais, au lieu d'user
de H(2?P), nous emploierons la valeur exacte a I’équation (4.15) page 130,
ol a:= ), 1/(2% +1). D’aprés I'équation (4.51), nous dérivons

p 7

1 2 —
_ '4 . ; ; . D i bms
(p—a)2 +k§>0 2k+2_p+(zlgz+az+b)+2 i T < A

Nous voulons prouver H(2P + i): (2P +1) lg(2P +i) +a(2P +i) +b < A5TS,,
qui est donc impliquée par

op
(2P +4)1g(2P +i) + a2’ < (p—a+1)2P — 1 +ilgi+i—
1

)
w1 1 + ¢,
ol ¢y 1= 1/(2F 4+ 2-P). Posons

p = D0 1/(
1 ) 1

W(p,i) =p—a+l——— -
pi)=p-atl=-rm oy~

(2P 414)1g(2P +14) —ilgi—cp).

Alors la condition suffisante ci-dessus équivaut a a < ¥(p, ). Pour I’étude
de ¥(p,i), fixons p et laissons ¢ varier sur l'intervalle réel |0,2P]. La
dérivée partielle de U par rapport a ¢ est

87\1]( ')_ 1 + 1 _il %+1
g Y T 1 T a2 2w B\ ‘
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Déterminons aussi la dérivée deuxiéme par rapport & i :

o*v 1 2
ﬁ(p,z) = N - 7 3
0i (2P +4)iln2  (i+1)

ol In z est le logarithme naturel de x. Soit le polynéme cubique suivant :
K,(i) :=i* + (3 —2In2)i2 4+ (3 — 2P 1 In2)i + 1.

Alors 02U /0i? = 0 < Kp(i) = 0 et le signe de 9>¥/9i? est le signe de
K,(i). En général, une équation cubique prend la forme

az® + bz + cx +d =0, avec a # 0.

Un résultat classique a propos de la nature des racines est le suivant. Soit
A := 18abed — 4b3d + b*c? — 4ac® — 27a%d? le discriminant de la cubique.
— Si A > 0, ’équation a trois racine réelles distinctes;
—si A = 0, 'équation posséde une racine multiple et toutes ses
racines sont réelles;
— 81 A < 0, ’équation posséde une racine réelle et deux racines com-
plexes, non-réelles et conjuguées.
Reprenons le fil de la discussion. Soit le polynéme cubique suivant :

Az):= (4In2)2>—(9-21n2)(3+21n 2)2>+12(9—21n 29)z—4(27—81n 2).

Alors le discriminant de K,(i) = 0 est A(2P*1) - In?2. Le discriminant
de A(z) = 0 est négatif, donc A(x) a une racine réelle xg ~ 8.64872.
Puisque le coefficient de 2% est positif, A(z) est négatif si x < g et
positif si > x¢. Etant donné que p > 3 implique 2Pt > g, le dis-
criminant de K, (i) = 0 est positif, ce qui veut dire que K,(i) posseéde
trois racines réelles distinctes si p > 3, de méme que 9?W/9i?. Sinon,
K,(i) a une racine réelle si 0 < p < 2. Avant d’étudier ces deux cas en
détail, rafraichissons-nous la mémoire & propos des polynémes cubiques.
Soient pg, p1 et p2 les racines de P(z) = ax® + bx? + cx + d. Alors
P(z) = a(x — po)(x — p1)(z — p2) = az® — a(po + p1 + p2)x* + a(pop1 +
pop2 + p1p2)r — a(popipz), donc pop1p2 = —d/a.

— Soit p € {0,1,2}. Nous venons de trouver que K,(i) posséde une
racine réelle, disons pg, et deux non-réelles et conjuguées, disons p;
et po = p1. Alors popipe = polp1|? = —1, d’oit py < 0. Puisque
le coefficient de z2 est positif, ceci entraine Kp(i) >0sii >0, ce
qui est vrai de 92W/9i? aussi : i > 0 implique 9%V /9i? > 0, par
conséquent OV /0i croit. Puisque

ov ov 1

—(p,i) —— — 0, et —(p,1 =——— - <0
0i (p.7) i—0+ 0<b e 0i 7. 7) i=2p 2P(2P + 1) ’
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nous déduisons que OV /0i < 0 si i > 0, ce qui signifie que ¥(p, 1)
décroit lorsque i € ]0,2P]. Puisque nous voulons minimiser ¥(p, i),
nous avons ming<i<or ¥V(p,1) = ¥(p, 27).

— Si p > 3, alors K,(i) posséde trois racines réelles. Ici, le pro-
duit des racines de Kp(i) est —1, donc au plus deux d’entre elles
sont positives. Puisque nous avons K,(0) = 1 > 0, K,(1) < 0
et lim; 4o Kp(7) > 0, nous voyons que Kp(i) a une racine dans
]0,1[ et une autre dans |1, 4oc[, de méme que 9*>¥/di?. De plus,
oV/0i|,_y > 0 et 0¥/0i|,_y < 0, donc le théoréme de la va-
leur intermédiaire entraine l'existence d’un réel 4, € |1, 2P| tel que
8\11/8i]i:ip = 0, et nous le savons unique parce que O¥?/9i% ne
change de signe qu’une fois dans Uintervalle |1, +o00][. Ceci signifie
aussi que W(p,i) croit si ¢ croit sur [1,ip[, atteint son maximum
quand i = 1ip, et décroit sur |i,, 2P]. Or lim; ,o+ ¥U(p,i) = —o0
et nous sommes a la recherche d’'un minorant de ¥(p,), donc
nous devons déterminer si ¢ = 1 ou ¢ = 2P minimise ¥(p,i) : en
fait, nous avons ¥(p,1) > ¥(p,2?P), donc nous en concluons que
ming<;<or ¥(p,i) = ¥(p, 2P).

Dans tous les cas, nous devons minimiser ¥(p, 2P). Nous avons :

2 Lt
U(p, 2P) = — — .
(p,2%) w41 kz_ozkﬂ

Nous vérifions que ¥(p, 2P) > ¥(p+1,2P*!), donc la fonction décroit aux
points entiers et amax = miny~o ¥(p, 2?) = lim,_,oc ¥(p,2P) = —at. De
I'inéquation (4.50), nous tirons bpax = —2amax — 1 = 2a — 1 ~ 1.52899.
Au total, par le principe d’induction, nous avons établi, pour n > 2,

nlgn —an 4 2a — 1 < AP™s,

Ce minorant est meilleur que celui pour le cotit moyen du tri par inter-
classement descendant, a l'inégalité (4.35) page 141, parce que la-bas,
nous avions décomposé n en valeurs paires et impaires, pas n = 2P 4+ 1
qui nous permet ici d’utiliser la valeur exacte de 7451’;“5. Il est méme un
peu meilleur que (4.16) page 130, ce qui est une bonne surprise.

Nous devons tacher & présent d’obtenir un majorant & ’aide de la
méme technique. En d’autres termes, nous souhaitons ici minimiser les
constantes réelles a’ et b/ telles que AP™ < nlgn+a/n+b, pourn > 2. La
différence avec la quéte du minorant est que les inégalités sont inversées :
a' > W(p,i) et b’ > —2a’ — 1. Nous revisitons les deux cas ci-dessus :

— 81 0 < p < 2, alors maxg<i<or ¥(p,i) = ¥(p,1). Nous vérifions

aisément que maxo<p<2 U(p,1) = ¥(0,1) =1 —a.
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0
11—«
X/
y—
~1

®(p,1)

FIGURE 4.14 — ®(p, 1), ®(p,2) et ®(p,3)

— Si p > 3, nous devons exprimer 7, en fonction de p, mais il est
difficile de résoudre I’équation 0V /0| = 0, méme de maniere
approchée.

Avant d’abandonner la partie, nous pourrions tenter de dériver ¥ par
rapport a p, au lieu de . En effet, (p, i, U(p,i)) définit une surface dans
I’espace, et en privilégiant p par rapport a ¢, nous découpons la surface
par des plans perpendiculaires & I’axe des 4. Parfois, découper dans une
direction plutoét qu’une autre facilite I’analyse. Le probléme ici est de
dériver c,. Nous pouvons contourner la difficulté avec le majorant ¢, < 2
des inégalités (4.16) page 130 et en définissant

1 i

1
N 1 R N7 P iler
O(pyi):=p—a+1 2'+1+2P+1 21@((2 +14)1g(2P +1i) —ilgi —2).

1=1p

Nous avons ainsi ¥(p,i) < ®(p,i) et, au lieu de ¥(p,i) < o/, nous im-
posons la contrainte plus forte ®(p,7) < a’ et croisons nos doigts. Dans
la FIGURE 4.14, sont esquissées ®(p, 1), ®(p,2) et ®(p,3). (Le point de
départ pour chaque courbe est marqué d’un disque blanc.) La dérivation
par rapport & p produit

('3(1)( ) ) | 2P 1 In2 12P 1n 2
—(pyi)==1In| — - - .
ap i op—1 "~ (20 4 1)2

Pour étudier le signe de 0®(p,i)/Idp quand p varie, définissons

(@) = s S
Y= ne o

(p, )

p=lgx

Puisque > 1 implique z/iln2 > 0 et lgz > 0, le signe de ¢(x,1)
quand x > 1 varie est le méme que le signe de 0®(p,7)/dp quand p > 0
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varie, en gardant a ’esprit que x = 2P. Nous avons

2
. x T 2
st =t (5 1) - (7).
op, . 1 2z

22" = G ome  @re

Ceci devrait nous rappeler quelque chose de familier :

op, . 0%
%(:Eal) =T w(pa .TE)

p=lgi

Quand = > 1 varie, le signe de d¢(x,i)/0z est le méme que le signe de
0%V (p, x)/0z* ‘pzlgi, donc nous pouvons réactiver la discussion préalable
sur les racines de K, (7), tout en prenant soin de remplacer i par x, et 2P
par i :

- Sii€{1,2,3,4}, alors 0p(x,i)/0x > 0 quand x > 0.

— Sii > 5, alors dp(x,i)/0x > 0 quand x > 1.

Dans les deux cas, ¢(z,1) croit quand x > 1, ce qui, sachant par ailleurs
que lim,_ o+ p(z,i) = —oc0 < 0 et lim,_,o0 p(z,7) = +00 > 0, entraine
I'existence d’une racine unique p > 0 telle que p(z,7) < 0 si & < p, et
o(x,i) > 0siz > p, et de méme pour 9P/Jp (avec une racine différente).
Ainsi, ®(p,i) décroit jusqu’a son minimum, avant de croitre. (Voir &
nouveau la FIGURE 4.14 page précédente.)

De plus, limy®(p,i) = i/(i +1) —a < 1 —a = &(0,1), donc
les courbes ont des asymptotes. Puisque nous sommes a la recherche du
maximum, nous déduisons : al;, = maxo<i<or ®(p, 1) = 1—a >~ —0.2645,
et la constante est b, = —2a/ . —1 = 2a —3 ~ —0.471. En somme,
nous avons trouvé, pour n > 2,

nlgn —an+ (2o —1) < A™ < nlgn — (o — 1)n — (3 — 2a). (4.52)

Le minorant est approché au plus prés lorsque n = 2P. Pour interpré-
ter les valeurs de n pour lesquelles le majorant est approché au plus
prés, nous devons jeter un autre coup d’ceil & la FIGURE 4.14 page pré-
cédente. Nous avons i/(i + 1) —a — 1 — «, si p — 00, mais ceci ne nous
dit rien sur p. Malheureusement, comme nous l’avions remarqué plus
tot, pour un p donné, nous ne savons caractériser explicitement i,, qui
est la valeur de i qui maximise ®(p,i) (dans les plans perpendiculaires
a cette page). Malgré tout, les termes linéaires de cet encadrement ne
peuvent étre améliorés. Cela veut dire que le nombre supplémentaire de
comparaisons da au tri de n = 2P + ¢ clés au lieu de 2P est au plus n.
Comme c’était déja le cas avec le tri par interclassement descendant, des
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mathématiques approfondies par Panny et Prodinger (1995) montrent
que AP™s = nlgn + B*(Ign) - n, ot B* est une fonction continue, non-
dérivable et périodique, dont la valeur moyenne est environ —0.965. Tri-
vialement, nous avons

APms o nlgn ~ WEMS ~ 2. Bbms,

, solo((]) % [};
[(solo(s)). solo([z]s]) — [[x]|solo(s)].

; nxt([s,t[u]) = [mrg(s, t) | nxt(w)];
I(nxt(s)). nxt(u) — u.

mrg([].1) %t
mrg(s, []) = s;
mrg([z [s], [y[1]) % [y[mrg([z|s],t)], siz - y;
mrg([x|s],t) = [z|mrg(s,t)]

FIGURE 4.15 — Tri par interclassement ascendant avec bms/1

Programme Nous avons réussi & analyser le nombre de comparaisons
pour trier par interclassement parce que le processus, dans sa globalité,
peut étre aisément visualisé par un arbre. Il est grand tant d’écrire un
programme dont les traces d’évaluation sont conformes & ces arbres d’in-
terclassement. Nous montrons a la FIGURE 4.15 la définition de la fonc-
tion de tri bms/1 et de plusieurs auxiliaires. L’appel solo(s) s’évalue en
une pile contenant des singletons avec toutes les clés de s dans le méme
ordre. En d’autres termes, il s’agit des feuilles de I'arbre d’interclasse-
ment. L’appel all(u) s’évalue en une pile contenant les interclassements
des piles adjacentes dans u. Dit encore autrement, il s’agit du niveau juste
au-dessus de u dans I'arbre d’interclassement. L’appel all(solo(s)), quant
a lui, calcule la pile ordonnée correspondant a la pile de singletons solo(s),
c’est-a-dire, en commencgant par les feuilles, il construit les niveaux de
plus en plus haut en faisant appel a mrg/2, jusqu’a atteindre la racine.
La beauté de ce programme est qu’il n’y a pas besoin de deux phases
distinctes, d’abord construire les arbres des interclassements équilibrés
et puis effectuer les interclassement déséquilibrés a partir des racines de
ceux-ci : il est possible de parvenir au méme résultat en procédant vers
la droite et vers le haut d’une maniére uniforme.
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Cott supplémentaire Pour déterminer le cofit C,E’ms nous avons be-
soin d’ajouter au nombre de comparaisons le nombre de réécritures qui
n’impliquent pas de comparaisons, c’est-a-dire, autres que par les régles
K et A.

— Les régles 6 et + sont utilisées une fois pour conclure chaque inter-
classement. Soit C le nombre de comparaisons effectuées lors des
interclassements déséquilibrés quand il y a n clés a trier. Un coup
d’ceil & la FIGURE 4.11 page 145 révéle

T
C:; = chy;g’Qei—l_i_..-ﬁ-QEO' (453)
=1

Le nombre total de comparaisons est la somme des nombres de
comparaisons des interclassements équilibrés et déséquilibrés :

T T T
gbms — chj +CX = Zégg;s + Zé;@%Qei,l oigege (454)
=0 1=0 =1

Pour trouver le nombre d’interclassements, posons Emf% =12a
I’6quation (4.12) page 129, donnant C53" = 27 — 1. En substituant
ce résultat dans I'équation (4.54), nous tirons C°™ = n — 1. En
d’autres termes, les régles 0 et ¢ sont employées n — 1 fois au total.

— A larégle 7, un appel nxt([s, t|u]) correspond a un appel mrg(s,t),
un par interclassement. Donc 7 est utilisée n — 1 fois.

— La régle v est employée une fois par niveau dans I'arbre d’interclas-
sement, sauf pour la racine, avec u étant soit vide, soit un singleton.
Soit A(j) le nombre de nceuds au niveau j, ot j = 0 représente le
niveau des feuilles. Alors, le nombre z que nous recherchons est
le plus grand entier natural satisfaisant 1’équation A(z) = 1, a la
racine. La fonction nxt/1 implique

A(j+1) =[A(j)/2], avec A(0) = n.

Cette récurrence équivaut a la forme close A(j) = [n/27], en consé-
quence du théoréme suivant.

Théoréme 4 (Parties entiéres par excés et fractions). Soit x un
nombre réel et q un entier naturel. Alors [[z]/q| = [x/q].

Démonstration. L’égalité est équivalente a la conjonction des deux
inégalités complémentaires [[z]/q] = [x/q| et [[x]/q] < [z/q].
La premiére est simple car [z] > z = [z|/q > z/q = [[z]/q] =
[2/q]. Ensuite, puisque les deux membres de l'inégalité sont des
entiers, [[x]/q] < [x/q] équivaut & p < [[z]/q] = p < [2/q],
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pour tout entier p. Un lemme évident est que si ¢ est un entier et
yunréel, i < [y| & i <y, donc I'inéquation initiale est équivalente
ap < [z]/qg= p < x/q, pour tout entier p, c’est-a-dire pg < [x] =
pq < x. Le lemme valide cette implication et achéve la preuve. [

Pour trouver z, nous devons exprimer n comme une suite de bits
n =310 0p2F = (b1 ... bo)2, ot by, € {0,1} et by,—y = 1. Tl est
facile de déduire une formule pour b;. Nous avons

m— )

1 k

2z+1 = 2@+ Z = 9itl Zbk2 + (bm—1. - biv1)2. (4.55)
k=0 k=0

Nous prouvons alors [n/2+1| = (by,_1...b;41)2 comme suit :

22’“ <2 =0< Zbﬂk <2t e 0< 21+1Zbk2’“<1
k=0 k=0

Ceci et I’équation (4.55) impliquent que

(2] = (s + {07 i (o =0

2 1, sinon.

Donc, [n/27] = 1 équivaut & z = m—1sin = 2™~ et 2 = m sinon.
L’équation (1.6) page 12 stipule m = |lgn]| + 1, donc z = |lgn| si
n est une puissance de 2, et z = [lgn] + 1 sinon. Plus simplement,
ceci signifie que z = [lgn].

— La régle p est utilisée une fois, a la racine. La régle o est employée
z fois.

— La trace de solo(s) est 7™¢ si s contient n clés, donc C°° = n + 1.

— La contribution au cotit total des régles p et v est simplement 1.

Au total, CB™ = CB™s + 3n 4 2[lgn] + 1 et C2™s ~ CB™s,

Amélioration Il est aisé d’améliorer bms/1 en construisant directe-
ment le deuxiéme niveau de 'arbre d’interclassement sans utiliser mrg/2.
Considérons le programme a la FIGURE 4.16 page suivante, ou solo/1 a
été remplacée par duo/1. Le nombre de comparaisons est inchangé, mais
le cotlit, quantifié par le nombre de réécritures, est légérement inférieur.
Le cotit additionnel de duo(s) est [n/2] + 1, ou n est la longueur de s.
D’un autre coté, nous économisons le coiit de solo(s). La premiére réécri-
ture par la régle o n’est pas effectuée, de méme que ’appel subséquent
nxt(s), c’est-a-dire, |n/2| appels & mrg/2 sur des paires de singletons
par kK ou A, plus une réécriture par 6 ou ¢ pour le dernier singleton ou la
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pile vide, faisant un total de [n/2|C{"{® + 1 = 2|n/2] + 1. Au bout du
compte, le cofit total est diminué de
(n+1)+1+2[n/2]+1)) = (|n/2] +1) =n+ [n/2] + 2.

Donc, CB™o0 = Cb™s 4 [3,/2] + 2[lgn] — 1, pour n > 0, et g™ = 3.
Asymptotiquement, nous avons c};mso ~ C,t;ms.

4.5 Comparaison

Dans cette section, nous réunissons nos résultats a propos des tris
par interclassement descendant et ascendant pour rendre plus aisée leur
comparaison, et nous présentons aussi quelques propriétés qui mettent
en relation le cotlit de ces deux algorithmes.

Cotlt minimum Le cofit minimum des deux variantes du tri par in-
terclassement est le méme : BIMs = BEMS e
1 17,4 1 7 1

Le minorant est atteint si n = 2 et est approché au plus prés quand n est
un nombre de Jacobsthal (voir (4.29) page 136). Le majorant est atteint
quand n = 2P. Ces résultats ne sont peut-étre pas intuitifs a prior:.

bmsy(s) — all(duo(s)).

duo([z, y|s]) = [[y, z]|duo(s)], stz -y
duo([z,y|s]) = [[z,y]|duo(s)];

duo(s) — [s].

all([s]) — s;

all(s) — all(nxt(s)).

nxt([s, t|u]) — [mrg(s,t)|nxt(u)];
nxt(u) — u.

FIGURE 4.16 — Tri ascendant accéléré avec bmsp/1
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Cott maximum Dans les sections précédentes, nous avons obtenu les
encadrements suivants :

Wms < nlgn —0.91n + 1;

nlgn—n-+1
+1<WEms < nlgn — 1.

<
nlgn—n <

Dans les deux cas, le minorant est atteint si, et seulement si n = 2P. Le
majorant du tri descendant est approché au plus prés quand n est I'entier
le plus proche de 2PIn 2. Le majorant du tri ascendant est approché au
plus prés sin =2P + 1.

I est intéressant d’encadrer W™ en fonction de WM pour éclairer
davantage la relation entre ces deux variantes du tri par interclassement.

Nous avons déja remarqué CH1 = CiBs, d’ott WS = WEDS. Par
ailleurs, W5 = WhMs, + p, donc WETS, = WIS, Une autre valeur
intéressante est WIS, = (p — 1)2P + p + 2, donc Wg{?jl WS, =
2P — p — 1. Ceci nous incite a conjecturer ’encadrement suivant, aux
bornes atteignables, qui relie le tri descendant et ascendant :

WS < M < ms 4y [lgp] — 1.

Nous établirons ces inégalités grace a 'induction compléte sur n et, ce
faisant, nous découvrirons quand elles deviennent des égalités. D’abord,
déduisons de la récurrence générale satisfaite par le cotit du tri ascendant
la récurrence pour le colit maximum :

Ibms _ ypbms . Jpbms _ Jp)bms

W™ =W =0; Wp™ =Wor —I—W ngni—1 T — 1. (4.56)
Par ailleurs, nous pouvons vérifier aisément, pour tout p > 0, que nous
avons 1’égalité intéressante

Wims = Whms. (4.57)

Minorant Prouvons, pour tout n > 0,

W (n): WEms < Yybms, (4.58)
Par (4.57), il est clair que W (2°) est vraie. Soit ’hypothése d’induction
Vm < 2P.Wp(m). Le principe d’induction exige que nous prouvions alors
W (2P + i), pour tout 0 < i < 2P.
Des équations (4.56) & (4.57) vient WS, = WS 4 Whms 0P 41 =
WS L WPMS L oP 4 — 1 > WEDS WIS 2P 1 — 1| I'inégalité étant
I'instance W[, (i) de 'hypothése d’induction. Par conséquent, si l'inégalité
WEDS + WIS + 2P 4 — 1 > WERS, est vraie, alors le résultat W, (2P + i)
s’ensuit. Essayons donc de prouver cette condition suffisante.
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Soit n = 2P 4+ 4. Alors p = |lgn] et [lgn] = |lgn| + 1. L’équa-
tion (4.32) page 138 implique W55, = (22 +4)(p+ 1) — 2°*1 +1 =
(p—1)2P + 1)+ (p+ 1)i = W' + (p + 1)i. Par conséquent, nous avons
seulement besoin de prouver que pi < W™ + 2P — 1. En employant
I'équation (4.32), cette inégalité équivaut a

(p—gi])i < 2¢ — 2Meil, (4.59)
Nous devons analyser deux cas complémentaires :

— 1 =29 avec 0 < g < p. Alors lgi = ¢ et I'équation (4.59) est
équivalente a (p — q)27 < 2P — 29, c'est-a-dire, p — ¢ < 2P77 — 1.
Posons f(z) :=2* —z—1. Nous avons f(0) = f(1) =0et f(z) >0
pour x > 1, donc l'inégalité est vraie pour x = p—q=1,2,3,...
et devient une égalité si, et seulement si, ¢ =p — 1.

—i1=294javec0 < g<pet0<j<2% Alors |lgi| =q¢=[lgi|—1
et 'inéquation (4.59) équivaut a (p—q—1)i < 2P —2911 c’est-a-dire

(P—q+1)2"+(p—q—-1)j<2. (4.60)
Puisque p—g—1 > 0 et j < 27, nous avons (p—g—1)j <
(égalité siq =p—1), donc (p—q+1)29+(p—q—1)j < (p—q)29FL.
L’équation (4.60) est impliquée par l'inégalité 2(p — q)
Posons g(z) := 2% — 2z. Nous avons g(1) = g(2) =0 et f(z) >0
si x > 2. Donc, I'inégalité est vraie quand r=p—q=1,23,...0

En passant, nous avons prouvé que si ¢ = p — 1, soit n = (11(0 + 1)*)o,
alors WIS, = WS WIMS4-2P +i—1 th5+wg’m5+2p+i_1 = WEms..

A tms bms

Par conséquent, W?ms WIS implique W5y % = Whp S
— Si i =29, alors I'équation (4.57) implique WH™s = Wims .

— sinon, i = 29 4 j et la contrainte devient ng‘jj = Wg[}"jj.

Récursivement, ceci signifie que n = (1170%)s, c’est-a-dire, que n est la
différence de deux puissances de 2. Nous souvenant que Wbms = Wips,

nous avons donc établi

Whms — Jtms oy — 9P oup = 2P — 29 avec p > q = 0.

Majorant Sin =2P+ 1, alors p = |lgn| = [lgn] — 1. Par ailleurs, la
définition (4.56) implique W2p+1 p2P+1 et la définition (4.32) page 138
WS, = (p—1)2P +p+2, donc WS, — WIS, = 2P —p— 1. En termes
de n, ceci veut dire : W™ —WtmS — 5 — [lgn] — 1, si n = 2P + 1. Nous
souhaitons montrer que cette différence est maximale :

Wy (n): Whms <M oy — [lgn] — 1. (4.61)

Notons comment 1’équation (4.57) implique W7 (2P). Par conséquent, soit
I'hypothése d’induction Vm < 2P.Wy(m) et montrons que Wy (2P + i),
pour tout 0 < @ < 2P,
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Soit n = 27 + i. De (4.56) & (4.57) vient WEMS, = Whms 4 Jybms +
2 4i—1 =W L WPMS 19P i1 WIS L WIS 1-2P 425 — [Igi] —
ou l'inégalité est I'instance Wy (i) de 'hypothése d’induction. De plus
n—[lgn] —1= 2P +i—p—2. Par conséquent, si nous avions l'inégalité
WEDS WM+ 2P 21— [1gi] —2 < WS, 4+2P +i—p—2, alors Wy (2P + i)
s’ensuivrait. En employant 1’équation (4.32), nous déduisons

Wims = i[lgq]—2/87 41, WEDS = (p—1)2P+1, Wi, = WERS+(p+1)i.
L’inégalité a prouver devient W™ + i — [1gi] < (p + 1)i — p, ou bien
1< (i—1)(p—[gi]) + 27, (4.62)

Nous avons deux cas complémentaires & considérer :

— 1 =2% avec 0 < g < p. Alors lgi = g et 'inéquation (4.62) équivaut
a(p—q+1)(27—1) > 0. Puisque 0 < ¢ < p implique p—g+1 > 1 et
29 > 1, 'inégalité est prouvée et devient une égalité si, et seulement
si, ¢ = 0.

-1 =294 j,avec 0 < g < pet 0 < j < 29. Nous avons alors
|lgi| = q = [lgi] — 1 et I'inéquation (4.62) est donc équivalente &
1<(2947—-1)(p—q)+2% ou

I<(p—q+1)27+(p—qg—-1)(—1). (4.63)

De ¢ < p nous déduisons p—qg+1 > 2et p—qg—1 = 0; nous

avons aussi 27 > 1 et j > 1. Par conséquent, (p — ¢+ 1)27 > 2 et

(p—q—1)(j —1) > 0, donc I'inéquation (4.63) est vraie au sens

strict (pas d’égalité). O

En passant, nous avons aussi prouvé que si i = 1, c’est-a-dire, n = 2P +1,

alors WEIS | = WS WhMs 4 op WS L WEms 4 op — WiEne | 2P —p—1.
th

Mais, puisque W™ = Wbms = 0, l'inégalité restante est en fait une
égalité. En conclusion,

Wl;Lms:W;Lms_f_n_ﬂgnw_1<:>n:10un:2p—|—17avecp20.

Programme Nous présenterons le langage de programmation Erlang
dans la partie I1I, mais voici déja comment calculer efficacement les cotits
maximums :

-module(max) .
-compile(export_all).

ceiling(X) when X > trunc(X) -> trunc(X) + 1;
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ceiling(X) -> trunc(X).
log2(X) -> math:log(X)/math:log(2).

exp2(0) —> 1;
exp2(N) -> E=exp2(N div 2), (1 + N rem 2)*(E+E).

rho(1) -> 0;
rho(N) -> case N rem 2 of
0 -> rho(N div 2) + 1;
1 >0
end.

nu(0) -> 0;
nu(N) -> nu(N div 2) + N rem 2.

bms(0) -> 0;
bms(1) -> 0;
bms(N) -> K = N div 2,
case N rem 2 of
0 -> bms(N-1) + nu(K-1) + 1;
1 —> bms(N-2) + 2xexp2(rho(K)) + nu(K-1) + nu(k)

end.
tms(0) -> 0;
tms(1) -> O;
tms(N) -> L = ceiling(log2(N)), N=L - exp2(L) + 1.

Remarquons que 'exponentiation binaire 2" est évaluée efficacement au
moyen des équations récurrentes suivantes :

20 — 1’ 22771 — (2771)2’ 22m+1 — 2(277’7,)2

Le cotit CfLsz satisfait donc CSXP2 =1et CZX'Q =1+ Ce;(f/’; K sin > 0.
Par conséquent, si n > 0, il vaut 1 plus le nombre de Lbits de n, soit
Co®% = |lgn] + 2, sinon C5P* = 1.

Cott moyen En somme, nous avons établi, pour n > 2,
nlgn —3n+2 < AM < nlgn —n+1,
nlgn —an+ (2a —1) < AP < nlgn — (o — 1)n — (3 — 2a),

ol o =~ 1.2645, 2a—1 ~ 1.52899 et 3—2a >~ 0.471. Pour le tri descendant,
la nature de n quand ’encadrement est le plus serré n’a pas été élucidée
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par notre méthode inductive. Pour la variante ascendante, le minorant
est approché au plus prés quand n = 2P, mais nous n’avons pu déterminer
les valeurs de n qui permettent la meilleure approximation du majorant.

L’encadrement de ngs ne nous permet pas de comparer les cofits
moyens des deux variantes du tri par interclassement que nous avons étu-
diées. Nous allons donc prouver que le tri descendant requiert moins de
comparaisons, en moyenne, que le tri ascendant. Puisque nous avons déja
établi que ceci est vrai aussi pour le cas le plus défavorable (voir (4.58)
page 157), et que leur coiit minimum sont égaux (voir (4.38) page 143),
ceci scelle le sort de la variante ascendante, qui renaitra sous une forme
plus utile & la section 4.6 page 165. Nous voulons prouver par induction :

“Atms “Abms
Atms < gbms,

Nous savons déja que l'inégalité est une égalité quand n = 2P, donc
vérifions-la pour n = 2, puis supposons qu’elle soit valable jusqu’a 2P et
tachons ensuite de la prouver pour 2P + i, ou 0 < 7 < 2P, dont notre
objectif découlera. Souvenons-nous de I’équation (4.51) page 148 :

_ _ 2P 1
bms bms bms P ;o _
./421)_’_1 .A AZ + 2 +1 Z+1 2P+1
Puisque Abms = A4S et que, par hypothese, A™S < ﬁ?ms, nous avons
ABps, > ASpS 4+ A 2P i — A (4.64)
2P+7, (3 Z + 1 2]) + 1 ° :

Si nous pouvions montrer que le membre droit est supérieur ou égal
a 5’;"12., nous aurions gagné. Généralisons cette condition suffisante et

exprimons-la comme le lemme suivant :

n

_ m
Tlmn): A, S ATE+ A dm 4 — 0 =~
Ordonnons les paires (m,n) d’entiers naturels m et n selon un ordre
lexicographique (voir définition (1.8) page 15). Le cas de base, (0,0),
est aisément vérifiable. Nous observons que la proposition & établir est
symétrique, T(m,n) < T(n,m), donc nous n’avons besoin que de trois
s: (2p,2q), (2p,2q+ 1) et 2p+1,2g+1).
1. (m,n) = (2p,2q). Dans ce cas,
- A, = A =24 20+ q) 2+ 2/(p+ g+ 1);
_ é:;;ns — tms 2Atms + 2p 2 + 2/(p+ 1)
,A;:Imsz tms_2Atms+2q_2+2/(q+1)
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Alors, le membre droit de T(m,n) est
ri=2 (Z;)ms+zzms+2(P+Q) 24 Tt ek 2p?1—1> :

L’hypothése d’induction T(p, q) est

P q
Atms Atms Atms — —
pra ST EAT PO T T T

Atms grtl p+l _ _p _ _q
Donc 2 sr = A +pt+q— 2—|—p+1+q+1 511 2p+1 Si le membre
droit est supérieur ou égal a 3 A™S  alors T(m,n) est prouvé. En

d’autres termes, nous devons établir

ptl g+l » , ¢ , 1
g+1 p+1 2¢+1 2p+1 p+qg+1

Nous développons tout pour nous défaire des fractions ; nous obser-
vons alors que nous pouvons factoriser pq et le polynéme bivarié
restant est nul si p = ¢ (I'inégalité est une égalité), ce qui signifie
que nous pouvons factoriser p — ¢ (en fait, deux fois). Finalement,
cette inéquation équivaut a pg(p —q)?(2p+2¢+3) > 0, ot p,q > 0,
ce qui veut dire que T(m,n) est vrai.

(m,n) = (2p, 2q + 1). Dans ce cas,

2 .
- A = At 2(ptg)+1 — A;’rfq T At+l¥+1 +2ptg -1+ (p+q+2) ’
- A= AR =247 +2p -2+ 2/(p+ 1)

— AT = AT = AN + Agfl +2¢—1+2/(q+2).
Alors, le membre dr01t de T(m,n) est

— 2q+1
B A AR RS

Les hypothéses d’induction T(p, q) et T(p,q+ 1) sont
T Atms <Atms_|_Atms+p+q P _q

VAR g+l p+D .
Tt Tt Tt a+
Apr?rsiq-ﬁ-l <Ams+Anﬁ+p+(q+l)_?3—m'2 2g+1
+ + +1 g
Donc r > AN + AT 1 +2(p+q) — 3+ ;:IH + Zﬁ - 2;1)+1' Si

le membre droit est supérieur ou égal a AS, . alors T(m,n) est

prouvé. En d’autres termes, nous voulons
2¢+3 p+2 S 2g +1 2
p+1  q+27 2p+1 p+q+2

En développant tout pour nous débarrasser des fractions, nous ob-
tenons un polynéme bivarié avec les facteurs triviaux p et p — ¢
(car, si p = ¢, I'inégalité devient une égalité). Aprés, un systéme
de calcul formel peut finir la factorisation, montrant que l'inégalité
équivaut a p(p—q)(p—q—1)(2p+2¢+5) > 0, donc T(m,n) tient.
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3. (m,n) = (2p+1,2¢+ 1). Dans ce cas,
- 7%2“4'?71 = Atm;+q+1 = 2Ap+q+1 +2(p+q) +2/(p+q+2);
- s — s, — A A £ 2p — 142/(p+ 2)
- A = AR = Atms + A +2¢ - 1+2/(g+2).
Alors, le membre dr01t de T(m,n) est

r o= ALmSp At At AN 4 d(ptq) + 25 + 25— 22— S
Les hypothéses d’induction symétriques T(p7 g+1)et T(p+1,q):
A;JT-S(qH S ‘Atms +Afznf‘1 trta+l- q+2 - %’

+1 +1 2
DODC rz 2At+q+1+2(p+Q) 2+ + L+t St
2p+1 _ 2¢+1
qu - 2512 - 2212 Si le membre dr01t est supérieur ou égal a A

alors T(m,n) est prouvé. En d’autres termes, nous voulons

“Atms
m-+n?

qg+1 q+2 p+2 p—|—1> 2p+1  2q+1 2
p+1 p+2 q+2 q+17 20+2 2p+2 pHqg+2

Aprés développement pour former un polynome positif, nous re-
marquons que 'inégalité est une égalité si p = q, donc p — ¢ est un
facteur. Aprés division, un autre facteur p — ¢ apparait. L’inégalité
équivaut donc a (p—q)2(2p%(q¢+1) +p(2¢> +9q+8) +2(q+2)?) > 0,
donc T(m,n) est vrai dans ce cas aussi.

Au total, T(m,n) est vrai dans chaque cas, donc le lemme est vrai pour
tout m et n. En appliquant le lemme a (4.64), nous prouvons le théoréme
Atms < APms pour tout n. En regroupant tous les cas oul I'inégalité est
une égalité, nous vérifions ce que nous attendions : m =n, m =n+1
oun =m+ 1. Pour (4.64), ceci signifie : = 2P ou i = 2P — 1, soit

Atms — Abms sy = 2P oun = 2P — 1,01t p > 0.

Programme Voici une réalisation en Erlang du calcul des cotlits moyens
du tri par interclassement descendant et ascendant :

-module(mean).
-compile(export_all).

floor(X) when X < trunc(X) -> trunc(X) - 1;
floor(X) -> trunc(X).
ceiling(X) when X > trunc(X) -> trunc(X) + 1;
ceiling(X) -> trunc(X).
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log2(X) -> math:log(X)/math:log(2).
exp2(0) —> 1;
exp2(N) —> E=exp2(N div 2), (1 + N rem 2)=(E*E).

mrg(M,N) -> M + N - M/(N+1) - N/(M+1).

bmsO(N) ->
bms(N) + N + ceiling(N/2) + 2xceiling(log2(N)) - 1.

bms(0) -> 0;

bms(1) -> 0;

bms(N) -> E=exp2(ceiling(log2(N))-1),
bms(E) + bms(N-E) + mrg(E,N-E).

tms(0) -> O;

tms(1l) —> 0;

tms(N) -> F=floor(N/2), C=ceiling(N/2),
tms(F) + tms(C) + mrg(C,F).

h(0) -> 0;
h(N) -> 1/N + h(N-1).

i2wb(N) -> P = N div 2,
case N rem 2 of
0 -> PxP/2 + 13«P/4 + h(P)/8 - h(N)/4 + 2;
1 -> P«P/2 + 15%P/4 + h(P)/8 - h(N)/4 + 13/4
end.

Interclassement ou insertion Comparons les tris par insertion et in-
terclassement dans leurs variantes les plus rapides. Nous avons trouvé a
I’équation (3.13) page 118 le cotit moyen du tri par insertion bidirection-
nelle équilibrée :

. 1 7
Aizwb é(n2 +13n —Inn+10—1n2) +€,, avec 0 < ¢, < ]

Par ailleurs, nous venons tout juste de trouver que le cotlit en plus des
comparaisons est [3n/2] + 2[lgn] — 1 pour bmsg/1, et CoMs0 = Cbms,
En outre, nous avons obtenu l’encadrement (4.52) page 152 de A2™S, le
majorant étant excellent. Par conséquent,

AP0 < (nlgn — (o — D)n — (3 — 20)) + ([3n/2] + 2[lgn] — 1)
< (n+2)lgn+1.236n + 1.529;
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AP™s0 > (n1gn — 1.35n 4 1.69) + ([3n/2] 4 2[lgn] — 1)
> (n+2)lgn + 0.152n + 0.69;

(n? +13n — In2n + 10)/8 < A" < (n? 4 13n — In2n + 17)/8.

ol a ~ 1.2645 et [z] < x + 1. Donc, (n + 2)lgn + 1.236n + 1.529 <
(n? 4 13n — In2n 4 10)/8 implique AP™0 < A%b ot aussi I'inégalité
(n? + 13n — In2n + 17)/8 < (n + 2)lgn + 0.152n + 0.69 entraine la
relation A2"P < APMso - Avec ’aide d’un systéme de calcul formel, nous
trouvons que ABMS0 < AW i p > 43 et AP < APmso & 3 < < 29.
Pour le cas n = 2, nous avons : AZ"* = 11/2 > 5 = A5™°. Si nous
laissons de coté ce cas particulier, nous pouvons conclure que le tri par
insertion est plus rapide, en moyenne, pour des piles de moins de 30 clés,
et le contraire est vrai pour des piles d’au moins 43 clés. Entre-deux,
nous ne savons rien, mais nous pouvons calculer efficacement les cofits
moyens et procéder par dichotomie sur 'intervalle de 30 a 43.

En utilisant le programme Erlang ci-dessus, nous trouvons rapidement
que le tri par insertion est battu le plus t6t par le tri par interclassement
a la valeur n = 36. Ceci suggere de laisser tomber duo/1 en faveur d’une
fonction qui construit des segments de 35 clés a partir de la pile originelle,
puis les trie avec des insertions équilibrées bidirectionnelles et, finalement,
s'ill vy a plus de 35 clés, commence & interclasser ces piles ordonnées.
Cette amélioration revient a ne pas construire les premiers 35 niveaux
dans l'arbre d’interclassement mais, plutét, & construire le 35° niveau
par insertions.

Malgré 'analyse qui précéde, nous devrions garder a l'esprit qu’elle
s’appuie sur la mesure qu’est le nombre d’appels de fonction, qui suppose
que chaque appel est vraiment effectué par I’environnement d’exécution
(pas d’expansion en ligne), que tous les changements de contextes ont la
méme durée, que les autres opérations prennent un temps négligeable en
comparaison, que I’antémémoire, les prévisions de saut et le pipeline des
instructions sont sans effet etc. Méme 'utilisation du méme compilateur
sur la méme machine ne nous dédouane pas de procéder & un prudent
banc de test.

4.6 Tri en ligne

Les algorithmes de tri peuvent étre distingués selon qu’ils opérent sur
la totalité de la pile de clés, ou bien clé par clé. Les premiers sont dits hors
ligne, car les clés ne sont pas ordonnées pendant qu’elles arrivent, et les
derniers sont appelés en ligne, car le tri est temporellement entrelacé avec
I’acquisition des données. Le tri par interclassement ascendant est un
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algorithme hors ligne, mais il peut étre facilement modifié pour devenir
en ligne en remarquant que les interclassements équilibrés peuvent étre
répétés a chaque fois qu'une nouvelle clé arrive et les interclassements
déséquilibrés ne sont effectués que lorsque la pile courante ordonnée est
demandée.

Plus précisément, considérons a nouveau la FIGURE 4.11 page 145
sans les interclassements déséquilibrés. L’ajout d’une nouvelle clé (par la
droite) meéne & deux circonstances : si n est pair, ¢’est-a-dire eg > 0, alors
rien n’est fait et la clé devient une pile singleton ordonnée de longueur
20 sinon, une cascade d’interclassements entre piles de longueurs égales
a 2%, avec e; = 1, est déclenchée jusqu’a ce que e; > j. Ce procédé est
exactement I’addition en binaire de 1 & n, sauf que des interclassements,
au lieu d’additions de bits, sont effectués tant qu’une retenue est produite
et propagée.

A notre connaissance, seul Okasaki (1998a) mentionne cette variante ;
il montre qu’elle peut étre efficacement programmeée avec des structures
de données purement fonctionnelles, tout comme la version hors ligne.
(Remarquons que le contexte dans lequel il écrit est néanmoins différent
du noétre car il suppose une évaluation paresseuse et procéde & une ana-
lyse du cotit amorti.)

Notre programme est montré a la FIGURE 4.17. Nous usons de zero()
pour représenter un bit & 0 dans la notation binaire du nombre de clés
ordonnées présentement. Par dualité, 1'appel one(s) dénote un bit a 1,
ou la pile s contient un nombre de clés triées égal a la puissance de 2
associée dans la notation binaire. Chaque appel a one/1 correspond a
un sous-arbre & la FIGURE 4.11 page 145. Par exemple, la configuration
de la pile [one([4]), zero(), one([3,6,7,9])] correspond au nombre binaire
(101)2, donc elle contient 1-22 +0-2' 4 1-2% = 5 clés en tout. Gardons
présent & l’esprit que les bits sont & ’envers dans la pile, ainsi ’arrivée
de la clé 5 donnerait [zero(), one([4, 5]),one([3,6,7,9])].

Notons que le programme & la FIGURE 4.17 page suivante ne cap-
ture pas 'usage normal du tri en ligne, car, en pratique, 'argument s de
l’appel oms(s) (anglais, on-line merge sort) ne serait pas connu dans sa
totalité, donc add/2 ne serait appelé que quand une clé est disponible.
Toutefois, dans 'analyse suivante, nous nous intéressons au nombre de
comparaisons d’une série de mises a jour par sum/2 (un cadre de travail
que nous avons déja rencontré a la section 2.5), suivie d’une suite d’in-
terclassements déséquilibrés par unb/2 (anglais, unbalanced), avec pour
résultat une pile ordonnée ; par conséquent, notre programme convient a
notre objectif qui est d’évaluer Co™s.

Soit @de le nombre de comparaisons pour ajouter une nouvelle clé a
la pile courante de longueur n et souvenons-nous que Cry 5, est le nombre
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add(s, [zero() |
add(s, [one(u) |

mrg([],t) % t;
mrg(s, []) - s
mrg([z|s], [y]1]) % [y|mrg((x]s], 0], si @ - y;
mrg([x]s],t) 2 [z|mrg(s,t)].

FIGURE 4.17 — Tri par interclassement en ligne avec oms/1

de comparaisons pour interclasser deux piles de longueurs m et n en
appelant mrg/2. Si n est pair, alors il n’y a pas de comparaisons, puisque
ceci est similaire a ’ajout de 1 & une séquence binaire (20), ou = est une
chaine de bits arbitraire. Sinon, une suite d’interclassements équilibrés de
taille 2¢ sont effectués, car cela est similaire a ajout de 1 & (2011...1)s,

oll = est arbitraire. Par conséquent,
P2j

add add mrg
C 07 2] 1_262121'7

ol pn, est la plus grande puissance de 2 qui d1v1se n. Soit C$'™ le nombre
de comparaisons pour ajouter n clés a []. Nous avons

n—1
Asum __ ~add
Coum =) " Cad,
k=0
2p—1 P p 14p;
osum __ Asum ~add __ 7add omrg
2p 2p+1 ™ Z Ck 2621'*1 - Z Z C2i,2i' (4.65)
j=1 j=1 i=0

Soit @’L“b le nombre de comparaisons de tous les interclassements déséqui-
librés pour trier n clés. Un coup d’ceil en arriére, a la définition (4.53)
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page 154 nous rappelle que

Cunb =Cx =) CoE,.. . (4.66)

2€i 21 4...42¢0
Soit Co™ le nombre de comparaisons pour trier n clés en ligne. On a
Coms = C5im + Care. (4.67)
Cotit minimum En remplagant C par B dans 'équation (4.65), nous

obtenons les équations pour le nombre minimum de comparaisons, ce qui
nous permet de simplifier B3'™ avec 1'aide de I’équation (4.3) page 121 :

B B p 1l+p; p 1tp; p
=B =2 ) Byhi=0 3 2 =43 2 -p (169
j=1 i=0 7=1 1i=0 Jj=1

Soit T}, := 2521 2Pi. Les récurrences (4.44) page 146 sur la fonction p
nous aident a trouver une récurrence pour 7j, comme suit :

q—1
Toy = 22p2k+1 + Z2P2k —q+2-T,,
k=0 k=1
2q+1
Togp1=» 20 =14+Tyy=(q+1)+2-T,.
j=1

De maniére équivalente, T, = 2-T),,/2+[p/2] = 2-T};,/2)+p—[p/2]. Donc,
en déroulant quelques pas de la récurrence révéle rapidement 1’équation :

llgp]
2T, =2p+ Y ||,
7=1

en usant du Théoréme 3 page 137. Par définition, {z} := x — |z], d’ou

llgp)

P
2-T,=pllgp] +2p— ) {QJ}ZJ
j=1

Puisque 0 < {z} < 1, nous obtenons '’encadrement
pllgp) +2p — 2Pl 420 < 2.7, < pllgp] + 2p.
De méme, avec x — 1 < |z| < x et |z| = x — {z}, nous dérivons :

p(lgp — {lgp}) +2p — 2P~ HePil Lo 9. T < plgp + 2p,
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plgp+2p+2—p-0r({lgp}) <2-T, <plgp+ 2p,

ott Or(z) = = + 2'7%. Puisque maxocy<16r(z) = 0,(0) = 2, nous
concluons :

plgp+2<2-T, <plgp+2p.
Le majorant est atteint si p = 29. L’application de cet encadrement a la
définition de B3:™ dans (4.68) produit

2p
2plgp —p+4 < B3" < 2plgp + 3p. (4.69)
Par conséquent, E%;m = 73‘]’311 ~ 2plgp, donc BSU™ ~ nlgn.

Grace a (4.3) & (4.66) on a BU"> = S°7_ min{2¢,2¢-1 4 ... 4 2%},
Commengons par noter que Z;:o 26 < Yl 2 = 2.2% — 1. Ceci
équivaut au fait qu'un nombre binaire donné est toujours inférieur ou
égal au nombre avec le méme nombre de bits tous a 1, par exemple,
(10110111)2 < (11111111)9. Par définition de e;, nous avons e;—1+1 < e;,
done Y722 < 261+ -1 < 26— 1 < 2% et min{2%, 2% 14+ . 4290} =
2¢i-1 4 ... 4 2% Nous avons alors

-

i—1
Bub =33 2% <. (4.70)

i=1 j=0
Trivialement, 0 < BY" donc (4.67) implique BS™ ~ nlgn ~ 2 - B™s.
Cott maximum En remplacant C par VW dans I’équation (4.65), nous

obtenons des équations pour le nombre maximum de comparaisons, que
nous pouvons simplifier avec 'aide de ’équation (4.4) page 122 en

- o D 1+pj7 D p
= WET =D D WS =83 2 =) pi—dp (4T1)
j=1 i=0 j=1 J=1

Nous pouvons obtenir une forme close de Z?Zl pj si nous pensons a la
propagation de la retenue et au nombre de bits & 1 lorsque nous ajoutons 1
a un nombre binaire (car j décrit les entiers successifs). Ceci revient a
trouver une relation entre p;, pjy1, vj et vji1.

— Supposons d’abord que 2n 4+ 1 = (201%)y, ot = est une chaine de
bits arbitraire et (1%)2 est une chaine de 1 répétés a fois. Alors
Von+1 = Ve + a et papy1 = 0.

— Supposons 2n + 2 = (E10%)y, donc vopi2 = vz + 1 et papi2 = a.
Nous pouvons maintenant mettre en relation p et v grace a a pour
2n+2: ponto = Vopt1—Ve = Vopg1— (Vant2—1) = 14+vopy1—1onga.
Nous pouvons vérifier que le méme motif se répéte avec pap+1 en
usant simplement des définitions de p et v : pop11 = 14102y —Vont1-
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Ceci termine la preuve, pour tout entier n > 0, que p, = 1+ vp—1 — Vy.
En sommant les membres, nous obtenons

p
ij =D Vp
j=1

Il est intéressant de noter que nous avons déja rencontré p — v, a I'équa-
tion (1.7), page 12. Nous pouvons maintenant simplifier (4.71) ainsi :

p
Sam = Wi =8 2% —bp — v, =2 B3 — 3p — v,

Jj=1

sum

5y dans l'inégalité (4.69) nous amene

En réutilisant encadrement de B

AWEm = Wgm, ~ 4plgp.

Les équations (4.4) et (4.66), ainsi que I'inéquation (4.70) impliquent

r 7
W;‘l”b:ZZQQf—Vn+1:3‘;”b+n—pn—l/n+1<2n+1-
i=1 j=0

Par conséquent, Wo™ ~ 2nlgn ~ 2 - WWoms,

Cout supplémentaire Prenons maintenant en compte toutes les ré-
écritures dans I’évaluation d’un appel oms(s). Soit C3™° ce nombre. Nous
connaissons déja la contribution due aux comparaisons, C2™, soit dans
la régle x ou \, donc cherchons Co™S — CO™s :

— La régle ¢ est employée une fois.

— Les régles x et ¢ constituent la sous-trace ™y, donc sont utilisées
n + 1 fois.

— Les regles w, 7 et 0 sont employées F(n) = 2n — v, fois, comme
on peut le constater a '’équation (1.7). Nous devons aussi tenir
compte des régles 0 et ¢ requises pour les appels mrg(s,u) dans la
régle §. Chaque bit & 1 dans la notation binaire des nombres de 1
a n — 1 déclenche un tel appel, c’est-a-dire 22;11 V.

— Les régles v et & sont utilisées pour chaque bit dans la notation
binaire de n et la régle p est employée une fois, pour un total
de |lgn] + 2 appels. Nous avons aussi besoin d’ajouter le nombre
d’appels mrg(t,u) a la régle £, qui témoignent de 'application des
régles 0 et 1. Ceci est le nombre de bits & 1 dans n, faisant donc v,.

Au total, nous avons CS™S — CO™S = 3n+ |lgn] + ZZ;% v + 2. L’équa-
tion (4.38) page 143 implique CS™ = Co™ 4 3n + |lgn| 4+ B2™S 4-2. Len-
cadrement (4.30) page 136 implique BE™ ~ lnlgn, d’ott CI™ ~ CO™s.
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Exercices

A

Prouvez mrg(s,t) = mrg(t, s).

Prouvez que mrg(s,t) est une pile ordonnée si s et ¢ sont ordonnés.
Prouvez que toutes les clés de s et ¢ sont dans mrg(s,t).

Prouvez la terminaison de bms/1, oms/1 et tms/1.

Est-ce que bms/1 est stable ? Qu’en est-il de tms/17?

Trouvez CI™ — Ct™S. Aide : pensez a I'équation (1.7) page 12.

A la page 154, nous avons trouvé que le nombre d’interclassements
effectués par bms(s) est n — 1 si n est le nombre de clés dans s.
Montrez que tms(s) effectue le méme nombre d’interclassements.
(Aide : Considérez ’équation (4.17) page 131.)

. Trouvez un dénombrement d’éléments de la table & la FIGURE 4.8

page 132 montrant que

p—1 [lgp]—1 p—27
ECED D= B
k=1

1=0

. Comparez le nombre de nceuds d’empilage créés par bms/1 et tms/1.
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Chapitre 5

Recherche de motifs

Nous appellerons alphabet un ensemble fini non-vide de symboles, ap-
pelés lettres, que nous composerons avec une police linéale, par exemple
a, b etc. Un mot est une suite finie de lettres, comme mot ; en particulier,
une lettre est un mot, comme en frangais. Nous dénotons la répétition
d’une lettre ou d’un mot avec un exposant, par exemple, a®> = aaa. Les
mots, tout comme les lettres, peuvent étre joints pour former des mots :
le mot u- v est constitué des lettres du mot u suivies des lettres du mot v ;
par exemple, si u = or et v = ange, alors u - v = orange. Cette opération
est associative : (u-v)-w = u-(v-w). Pour abréger, 'opérateur peut étre
omis : (uv)w = u(vw). La concaténation de mots se comporte comme un
produit non-commutatif, donc elle a un élément neutre ¢, appelé le mot
vide : u-€=¢€-u=u.

Un mot z est un facteur d’'un mot y s’il existe deux mots u et v
tels que y = uxv. Le mot x est un préfize de y, noté x < y, si u = ¢,
c’est-a-dire si y = xv. De plus, si v # g, c’est un préfixe propre, noté
x < y. Etant donné y = uzwv, le mot x est un suffize de y si v = e. Si,
en plus, u # ¢, il est un suffize propre. Soit a une lettre quelconque et
x, y des mots quelconques ; alors la relation de préfixe est facile a définir
par un systéme d’inférence comme suit :

edy =Y
a-rzda-

/A W/AN

Y

Le but étant d’écrire un programme pour chercher un facteur dans
un texte, nous avons besoin de traduire les mots et les opérations en
termes du langage fonctionnel. Une lettre est traduite en un construc-
teur constant ; par exemple, a devient a(). Un mot de plus d’une lettre est
traduit en une pile de lettres traduites, comme je dans [j(), e()]. La conca-
ténation d’une lettre et d’'un mot est traduite par un empilage, ainsi a-mie

173
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devient [a(), m(),i(),e()]. La concaténation de deux mots est traduite par
la concaténation de piles, donc ab - cd méne a cat([a(), b()], [c(),d()]).

Comme toujours, la traduction du systéme d’inférence définissant (<)
en une fonction pre/2 requiert que les cas correspondant aux axiomes
s’évaluent en true() et que les cas qui ne sont pas spécifiés () s’évaluent
en false() :

pre([],y) — true();  pre([a|a], [a]y]) — pre(z,y);  pre(z,y) — false().

Le systéme d’inférence est alors une spécification formelle du programme.

Une lettre d’'un mot peut étre caractérisée de fagon unique par un
entier naturel appelé index, en supposant que la premiére lettre a pour
index 0 (Dijkstra, 1982). Si x = pot, alors la lettre a I'index 0 est z[0] = p
et celle a l'index 2 est z[2] = t. Un facteur = de y peut étre identifié
par l'index de z[0] dans y. La fin du facteur peut aussi étre isolée; par
exemple, x = fin est un facteur de y = affiner a I'index 2, noté y[2,4] = x
et signifiant y[2] = z[0], y[3] = z[1] et y[4] = =[2].

La recherche de motifs est courante dans I’édition de textes, bien
qu’elle soit mieux connue en tant que recherche d’occurrences, un sujet
d’études en algorithmique du texte, appelé parfois en anglais stringology
(Charras et Lecroq, 2004, Crochemore et al., 2007) (Cormen et al., 2009,
§32). D1 a la nature asymétrique de la recherche, le mot p est appelé le
motif (& ne pas confondre avec le motif d’une régle de réécriture) et le
mot ¢ est le texte.

5.1 Recherche naive

A la section 2.3, page 44, nous avons présenté la recherche linéaire,
c’est-a-dire la recherche pas a pas de 'occurrence d’un élément dans une
pile. Nous pouvons la généraliser & la recherche d’une suite d’éléments
contigus dans une pile, c’est-a-dire qu’elle résout alors le probléme de la
recherche d’un mot. Cette approche est qualifiée de naive parce qu’elle
est une extension simple d’une idée simple, et il est sous-entendu qu’elle
n’est pas la plus efficace. Tout commence avec la comparaison de p|0]
et t[0], puis, en supposant que p[0] = ¢[0], les lettres p[l] et ¢[1] sont
a leur tour comparées etc. jusqu’a ce qu'un des mots soit vide ou une
inégalité se produise. En supposant que p est plus court que ¢, le premier
cas signifie que p est un préfixe de t. Dans le dernier cas, p est décalé de
telle sorte que p[0] soit aligné avec t[1] et les comparaisons reprennent
a partir de ce point. Si p ne peut étre décalé davantage parce que son
extrémité dépasserait la fin de ¢, alors il n’est pas un facteur. L’essence de
cette procédure est résumée a la FIGURE 5.1 page suivante, ou pli] # t[j]
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: P[0l [p[1][o2] e >

pdécalé :  —[p[o][p[1][p[2]]

FIGURE 5.1 — Recherche naive du motif p dans le texte ¢ (échec grisé)

|0C0(p7 t) - |0C0(p7 t 0)

pre([], 1) — true();
pre([alp], [a[t]) — pre(p, t);
pre(p,t) — false().
loco([z[p],[],7) — absent();
pre(p,t) —» true()
loco(p, t, ) — factor(j)’

pre(p, [a|t]) — false()
loco(p, [a|t],7) — loco(p,t,j + 1).

FIGURE 5.2 — Recherche nailve avec locy/2

(les lettres a et b ne sont pas significatives en elles-mémes).

La FIGURE 5.2 montre un programme fonctionnel réalisant ce plan.
L’appel locy(p, t) est évalué en absent() si le motif p n’est pas un facteur
du texte ¢, sinon en factor(k), ou k est I'index dans t ot p apparait en
premier. Du point de vue conceptuel, ce dessein consiste & combiner une
recherche linéaire de la premiére lettre du motif et un test de préfixe
pour le reste du motif et du texte. Il est important de vérifier si les
invariants implicites en général ne sont pas brisés en présence de cas
aux limites. Par exemple, dans le traitement de piles, utilisons des piles
vides partout ou cela est possible et interprétons chaque réécriture et
I'évaluation compléte. Nous avons ainsi pre([],t) — true(), parce que
t = ¢ - t. Mais aussi locy([],t) — factor(0).

Raffinements Bien que la composition de ce programme soit intuitive,
elle est trop longue. Nous pourrions remarquer qu’aprés un appel a pre/2
s’évalue en true(), I’évaluation s’achéve avec factor(j). De méme, une
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loci(p,t) — loci(p,t,0).

loci([a[p], [],7) — absent();
loci(p, t,5) — pre;(p, t,p,t, 7).

pre([],¢,p',t',j) — factor(j);
pre([a|p], [a|t],p',t', j) — pre;(p, t, 0, ', j);
pre;(p, t,p, [a|t'],j) = loci(p', ', 5+ 1).

FIGURE 5.3 — Raffinement de la FIGURE 5.2 page précédente

valeur false() est suivie par I'appel locy(p,t,j + 1). Par conséquent, au
lieu d’appeler pre/2 et puis inspecter la valeur résultante pour déterminer
la suite, nous pourrions donner l'initiative a pre/2. Ceci implique qu’elle a
besoin de recevoir des arguments supplémentaires pour pouvoir terminer
avec factor(j) ou recommencer avec locy(p, t, 7+ 1), comme on s’y attend.
Le programme correspondant est montré & la FIGURE 5.3.

Un examen plus approfondi révéle que nous pouvons méler loc; /3 et
pre1 /5 en pre/5 a la FIGURE 5.4. Cette sorte de conception progressive, ou
un programme est transformé en une série de programmes équivalents est
un raffinement. Ici, chaque raffinement est plus efficace que le précédent,
mais moins lisible que l'original, donc chaque étape doit étre vérifiée
attentivement.

loc(p, t) = pre(p,t, p,t,0).

factor(j);

absent();

pre(p, t,p', 1, j);
pre(p, ¢, p', ', j + 1).

pre([],t,p', ', j

pre(p7 [}7p,7 tl?j
pre([a|p], [a|t],p', ', ]
pre(p,t,p', [b|t'], ]

— — — —

&
g
%
T
—
v
%

FIGURE 5.4 — Raflinement de la FIGURE 5.3

Terminaison On veut montrer que l'index dans le texte augmente
toujours, qu’une comparaison échoue ou non, donc nous définissons un
ordre lexicographique sur les paires de dépendance de pre/5 constituées
par le quatriéme et le deuxiéme argument (définition (1.8) page 15),
avec s > t si t est la sous-pile immeédiate de s. La troisiéme régle satisfait
(t',[a|t]) = (¢, t). La quatriéme est ordonnée aussi : ([b|¢'],t) > (¢,¢').00



5.1. RECHERCHE NAIVE 177

Complétude Remarquons comment, & la régle o, le motif p ne peut
pas étre vide car les régles sont ordonnées et ce cas serait alors filtré par
la régle p. La complétude de la définition de pre/5 requiert un examen
attentif et nous devons justifier pourquoi 'appel pre([a|p], [b|t],2',[],7),
ol a # b, ne peut se produire.

Il est peut-étre surprenant qu’une assertion plus générale soit plus
facile & établir :

loc(p, t) — pre(po, to, Py, ty, j) implique tf = to,

ou (=) est la relation de sous-pile réflexive. Prouvons cette propriété
par induction sur la longueur de la dérivation. Plus précisément, nous
voulons établir la proposition

Comp(n): |OC(p, t) i) pre(p07t07p6)t67j) = t6 = t0~

— La base Comp(0) est aisément prouvée sans induction grace a la
régle 7 : loc(p,t) = pre(p,t,p,t,0) et t 5=t est triviale.

— L’hypothése d’induction est Comp(n) et nous voulons montrer que,
avec cette hypotheése, Comp(n 4 1) est vraie aussi. Autrement dit,
supposons que loc(p,t) — pre(po, to, Py to, j) implique tj = to et
nous voulons prouver que pre(po, to, Py, ty, j) — pre(p1, ti, pi, th, k)
implique t} = t;. Cette réécriture ne peut étre que via 7 ou v.

— Si 7, 'hypothése d’induction appliquée au membre gauche en-
traine t' 3= [a|t], donc ¢’ %= ¢t dans le membre droit ;
— sinon, le membre droit de v satisfait clairement ¢’ &= ¢'.
En somme, Comp(0) est vraie et Comp(n) = Comp(n + 1). Par consé-
quent, le principe d’induction implique Vn.Comp(n), qui, & son tour, en-
traine notre formulation avec (—). Notons comment, dans ce cas, cette
technique de preuve se réduit & une induction sur les entiers naturels.[]

Cott Dans l'analyse de coiit qui suit, soit m la taille du motif p et n
la longueur du texte t. De plus, comme c’est souvent le cas avec les
algorithmes de recherche, nous discriminerons selon que p est un facteur
de t ou non.

Cott minimum Si m < n, le meilleur cas se produit quand le motif
est un préfixe du texte, donc la trace d’évaluation est 77" p et sa longueur
B!%fn =m+ 2. Si m > n, le coit minimum est Bl%fn = |nr7"0| =n+2.
Nous pouvons regrouper ces deux cas en une seule formule :

Blrzcn = min{m,n} + 2.



178 CHAPITRE 5. RECHERCHE DE MOTIFS

Cotlit maximum Pour trouver le cotlit maximum, étudions les cas ol
le motif est un facteur du texte et quand il ne I’est pas.

— Le texte contient le motif. La découverte du motif doit étre retardée
le plus possible, donc le pire des cas est quand w est un suffixe
de t et chaque inégalité de lettre porte sur la derniére lettre du
motif. Par exemple, prenons p = a™ 'b et ¢t = a” 'b. La trace
d’évaluation est 7(7™~1v)"=™mr ™y de longueur mn —m? +m + 2.

— Le texte ne contient pas le motif. Le motif n’est le préfixe d’au-
cun suffixe du texte. La comparaison la plus tardive qui échoue se
produit sur la derniére lettre du motif, comme avec p = a™ b et
t =a". Le cotit est |r(r™ to)rmTlrm=le| = mn — m? + 2m + 1.

Par conséquent, le colit maximum est W,'j?fn =mn—m?+2m+1, quand
le motif n’est pas un facteur du texte et m > 1. L’analyse précédente
suggére une amélioration dans ce cas, mais qui empirerait le cas ou le
texte contient le motif : juste aprés la régle 7, ajoutons

pre([a], [b],p,t', j) — absent();

Cotit moyen Supposons que 0 < m < n et que les lettres de p et t sont
puisées dans un méme alphabet de cardinal @ > 1. La recherche de motifs
naive consiste & confronter un motif et les préfixes des suffixes du texte,
par longueurs décroissantes. Soit jf‘n le nombre moyen de comparaisons
de lettres pour comparer deux mots de longueur m, de 'alphabet a. Le
nombre moyen j!%‘fn de comparaisons pour la recherche naive est

AR, = (n—m+1)A% + A3, (5.1)

car il y a n — m + 1 suffixes de longueur au moins m et 1 suffixe de
longueur m — 1, avec lesquels le motif est comparé. La détermination de
Al est obtenue en figeant le motif p et en laissant le texte ¢ prendre toutes
les formes possibles. Il y a @™ comparaisons entre p[0] et ¢[0], autant qu’il
y a de textes différents; si p[0] = #[0], il y a @™~ ! comparaisons entre
p[1] et t[1], autant qu’il a de différents ¢[1, m — 1] etc. Au total, il y a
am4+am 4. 4+ d =a(@m —1)/(a—1) comparaisons. Il y a @™ textes
possibles, donc la moyenne est
B S

am(a—1) a-—1 am a—1"

Puisque A¢ = 1, il vient ’'encadrement suivant grace a I'équation (5.1) :
n—m+2< A%, <2(n—m+2)<2n+4.

La recherche naive est donc efficace en moyenne, mais son hypothése
n’est pas applicable & un corpus en frangais. Le coiit moyen est d’autant
moindre que 'alphabet est grand car lim;_, A%, = 1.
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5.2 Algorithme de Morris et Pratt

En cas d’échec de comparaison, la recherche naive recommence &
comparer les premiéres lettres de p sans utiliser I'information du succés
partiel, a savoir : p[0,i — 1] = t[j — i,7 — 1] et p[i] # t[j] (voir FIGURE 5.1
page 175). La comparaison de p avec t[j — i + 1,7 — 1] pourrait réutiliser
tlj —i+ 1,7 — 1] = p[l,i — 1], en d’autres termes, p[0, 7 — 2] est comparé
a p[l,7 — 1] : le motif p est comparé a une partie de lui-méme. Si nous
connaissons un index k tel que p[0,k — 1] = p[i — k, 7 — 1], c’est-a-dire si
p[0, k — 1] est un bord de p[0,i — 1], alors nous pouvons recommencer a
comparer t[j] avec plk]. Clairement, plus k est grand, plus on évite de
comparaisons, donc nous voulons trouver le bord mazrimum de chaque
préfixe de p.

Bord Le bord d’un mot non-vide y est un préfixe propre de y qui
est aussi un suffixe. Par exemple, le mot abacaba a trois bords : e,
a et aba. Ce dernier est le bord (de longueur) maximum et nous écrivons
B (abacaba) = aba. Un autre exemple est 8 (abac) = ¢, car abac = cabace.
Les bords maximums peuvent se recouvrir partiellement, par exemple
B (aaaa) = B(aaaa) = aaa.

L’accélération apportée par Morris et Pratt a la recherche naive est
illustrée & la FIGURE 5.5. Notons que, contrairement & la recherche naive,
les lettres du texte sont comparées en ordre strictement croissant (on ne
rebrousse jamais chemin). Considérons I'exemple de la FIGURE 5.6 page
suivante ou, & la fin, p est n’est pas trouvé dans t. Comme d’habitude,
les lettres sur fond gris correspondent & des échecs de comparaisons. Il
est clair que B (a) = ¢, pour toute lettre a.

Nous pouvons chercher soit B (ay), soit B (ya), out y est un mot non-
vide. Puisque que nous souhaitons trouver le bord maximum de chaque
préfixe d’un motif donné, le second choix est plus adéquat (y < ya). L’idée
est de considérer récursivement B (y) - a : si c’est un préfixe de y, alors

0 j—i j=13J

t:| ... | B(p[0,i—1)) B (p[0,i — 1)) Il
0 k ik i1 i

p: B (pl0,7 — 1)) B(p[0,7 — 1]) H
0 k

p décalé : B(p0,i —1]) | a l

FIGURE 5.5 — L’algorithme de Morris et Pratt (échec grisé)
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0123456 789 1011 12

t:ﬂa|b|a|c|aﬂb|a|c|a|bu

p:lEl blajclalblalc ;
qabaca alc
afllalc alc
albla b C
b cla|blalc
blajc|albla|c
‘a|blajc|a|b]a]c]|

FIGURE 5.6 — L’algorithme de Morris et Pratt au travail

B(ya) = B(y) - a; sinon, nous cherchons le bord maximum du bord
maximum de y, c’est-a-dire B2(y) - a etc. jusqu’a ce que BI(y) - a soit
un préfixe de y ou BI(y) = e. Par exemple, B(y-a) = B3(y) -a a la
FIGURE 5.7.

Mathématiquement, pour tout mot y # ¢ et toute lettre a,

B(y) - a, siB(y)-ady;

B(B(y)-a), sinon. (5.2)

B(a) = e; B(y-a) ::{

Considérons les exemples suivants oil y et B (y) sont donnés :
y =abaabb, B(y) =¢, B(y-b) =B(B(y) b) =B(b) =¢;
y = baaaba, B(y) =ba, B(y-a)=B(y)- a= baa;
y = abbbab, B(y) =ab, B(y-a)=B(B(y) -a)=B%*(y)-a=a.

Fonction de suppléance Notons ||y|| la longueur du mot y. Pour un
mot = donné, définissons une fonction §,, pour tous ses préfixes :

S.(lylD) =B (y)ll, pour tout x et y # € tels que y <. (5.3)

y-a:‘%(y)‘a?‘ |%(y)‘a|
%(y)-a:‘%%y)‘a?‘ |’B2(y)‘a|
B(y)-a=| By a | | B(y) | a]

FIGURE 5.7 - B(y-a) = B(B(y) -a) = B(B2(y) -a) = B3(y) - a.
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T a b acab ac
7 012 3 456 7
() =10 01 0 1 2 3

FIGURE 5.8 — Fonction de suppléance de abacabac

Pour des raisons qui deviendront claires bientot, cette fonction est appe-
lée la fonction de suppléance de x. Une définition équivalente est

3,(i) = |B(2]0,i — 1])||, pour tout z et i tels que 0 < i < |z

Par exemple, & la FIGURE 5.8, nous trouvons la table des bords maxi-
mums des préfixes du mot abacabac. A la FIGURE 5.5 page 179, la lon-
gueur du bord maximum est k, donc k = §,(4) et p[F,(i)] est la premiere
lettre & étre comparée avec t[j| aprés le décalage. Par ailleurs, la figure
présuppose que ¢ > 0, donc le bord en question est défini. Les équations
(5.2) page précédente qui définissent le bord maximum peuvent étre dé-
roulées de la maniére suivante :

B(ya) =B(B(y) - a), B(y)-ady;
%(%(y)-a)%%(%Z(y)-a% %2(y)-a§é93(y);
B(BP'(y) -a) = B(B(y) - a), BP(y) - a 4 B (y);

et e & {y,B(y),...,BP (y)}. Par transitivité, les équations impliquent
B(ya) = B(BP(y) - a). Deux cas sont possibles : soit BP(y) = ¢, soit
B(ya) = B(a) = ¢, ou bien la recherche continue jusqu’a ce que nous
trouvions le plus petit ¢ > p tel que B(BI(y) - a) = B(BI(y) - a)
avec BI(y) -a < B9 (y). Etant donné qu’un bord est un préfixe propre,
c’est-a-dire que B(y) < y, nous avons B2(y) = B(B(y)) < B(y), ce
qui entraine BI(y) -a < B9 L(y) < ... < B(y) < y. Par conséquent
Bi(y)-a Ly, car ¢ > 0, et B(ya) = BY(y) - a. Ce raisonnement établit
que

g, sinon ;

BI(y)-a, siBiy) ady;
avec la contrainte additionnelle que ¢ doit étre aussi petit que possible.
Cette forme de la définition de 25 est plus simple parce qu’elle ne contient

pas un appel imbriqué comme B(B(y) - a). Nous pouvons maintenant
prendre la longueur de chaque c6té des équations :

1B(y) - all =1+ B (y)ll, si B (y)-aLy;

lell =0, sinon.

1B (ya)|l = {
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Stya <, alors ||B(ya)|| = 3§, ([lyal)) = F,([lyl[+1). Posons i := [[y[| > 0.

. L+ [IB(y)]l, siBI(y) aLy;
S.(i+1) = { .
0, sinon.
Nous avons a présent besoin de travailler sur ||B9(y)||. De la définition
de § par I'équation (5.3) page 180, nous déduisons

Sillyll) = 1B (w)l, avec y < =, (5:4)

que nous prouvons par induction sur g. Appelons cette propriété P(q).
Trivialement, P(0) est vraie. Supposons donc P(n) pour tout n < ¢ :
ce sera 'hypothése d’induction. Supposons y < x et prouvons alors
Plg+1):

SNyl = FEELlylD) = FLAB W) = 1B1B )] = 1B W),

ou (=) est une application valide de 1’hypothése d’induction parce que
B(y) <y < x. Ceci prouve P(q + 1) et le principe d’induction entraine la
validité de P(n) pour tout n > 0. Par conséquent, I’équation (5.4) nous
permet de raffiner notre définition de §,(¢ + 1) de la maniére suivante,
avec 1 > 0 :

1(7), si B(y) - .
&(z‘+1):{1+gm(l)’ si B(y) - a L y;

0, sinon.

Nous n’avons pas mis a profit une partie de la définition (5.2) page 180 :
B(a) :=e. Elle entraine §,(1) = F,(|al) = [|B(a)|| = |le|| = 0 et,
puisque la définition de § implique F,(1) =1+ §,(0), on a §F,(0) = —1.
La propriété «B(y) -a Qy et ya < x et ||y|| = i» implique les égalités
yllIBIW)] = a < y[§i(i)] = a & 2[F20)] = 2[lyl] & 2[F26)] = [i].

Nous savons maintenant que

1+ 3300), si 2[32(0)] = «[il;

0, sinon ;

B.0)=-1 et mm:{

ou q est le plus petit entier naturel non nul satisfaisant la condition. Nous
pouvons simplifier davantage :

3,(0) =—1 et F,(i+1)=1+F0),

ot i > 0 et g > 0 est le plus petit entier naturel tel que F%(i) = —1 ou
[§2(1)] = xli].
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failp(z,0) — —1; failp(x,7) = 1 + fp(x, nth(z,i — 1), failo(x, i — 1)).
nth([a|z],0) — a; nth([a|z],i) — nth(z,i—1).
nth(z,k) - a

f b 7_1 % _1; —7
P&, a,~1) fp(z,a, k) — k

fp(z,a, k) — fp(x, a, failp(z, k)).

FIGURE 5.9 — La fonction de suppléance § par failp/2

Prétraitement L’appel de fonction failg(z, ), définie a la FIGURE 5.9,
réalise §,(i). La fonction fp/3 (anglais, fived point) calcule F%(i — 1), en
commengant avec failp(z,i — 1) et nth(z,7 — 1), qui dénote z[i — 1] et
est nécessaire pour vérifier la condition x[§%(i — 1)] = z[i — 1]. Le test
d’égalité FL(i — 1) = —1 est effectué par la premiere régle de fp/3.
L’algorithme de Morris et Pratt nécessite le calcul de §,.(i) pour tous
les index i du motif = et, puisqu’il dépend des valeurs de certains appels
§.(7), o j < 4, il est plus efficace de calculer §,(i) pour des valeurs
croissantes de la variable 7 et de les mémoriser, de telle sorte qu’elles
peuvent étre réutilisées au lieu d’étre recalculées. Cette technique est
appelée mémoisation (& ne pas confondre avec mémorisation, au sens
plus général). Dans ce cas, I’évaluation de §,(7) repose sur le mémo

([t —1],8,(i = 1)), (z[i = 2],F,(2 = 2)),..., (z[0],5,(0))].

La version avec mémoisation de failp/2 est appelée fail /2 a la FIGURE 5.10.
Ici, nous travaillons avec le mémo p, qui est un préfixe retourné, au lieu
de z, donc nous devons connaitre sa longueur ¢ pour savoir combien
de lettres doivent étre ignorées par suf/2 (suffize) : suf(z,i —k — 1) au
lieu de faily(x, k). Grace au mémo, fp/4 n’a pas besoin d’appeler fail/2,
seulement d’examiner p avec suf/2. Remarquons que nous avons apporté
une petite amélioration cosmétique en déplacant I'incrément : au lieu de
1+fp(...) et -+ — k, nous avons maintenant fp(...) et --- — k4 1.

fail(p,0) — —1; fail([{a, k) |p],?) — fp(p,a, k,i —1).
. SUf(puli —k— 1) - [<CL, k/> ‘p/]
f -1 0; :
p<p7al’ 72>% ’ fp(p7a7k7i)4»k:+1 ’
suf(p,i —k — 1) = [(b, k') |P']
fo(p,a,k,i) - fp(p’,a, k' k)

suf(p,0) — p;  suf([a|p],i) — suf(p,i —1).

FIGURE 5.10 — Fonction de suppléance avec mémoisation
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pp(x) — pp(z,[],0).

pp([], p,i) — rev(p);
pp([a|z], p,i) — pp(z, [(a, fail(p,4)) [p],i + 1).

FIGURE 5.11 — Prétraitement d’un motif y par pp/1

Nommons pp/1 (anglais, preprocessing) la fonction calculant la pile

[(2[0], 5, (0)), (2[1], &, (1)), ..., {w[m — 1], §,(m — 1))]

pour un motif x de taille m. Sa définition est montrée & la FIGURE 5.11, ol
rev/1 est la fonction de retournement (définition (2.2) page 40), et pp/1
simplement appelle la fonction de suppléance fail/2 pour chaque nouvel
index ¢ du mémo courant p et créé un nouveau mémo en accouplant
I'index de I’échec avec la lettre courante puis empile le mémo courant
([{a,fail(p,)) | p]). Le retournement de pile a la fin est nécessaire parce
que le mémo contient les lettres en ordre inverse par rapport au motif.
L’exemple a la FIGURE 5.8 page 181 méne a I’évaluation suivante :

pp(x) — [(a,—1),(b,0), (a,0),{c, 1), (a,0), (b, 1), (a,2), (c,3)],

oll x = abacabac. Si x = ababaca, alors

pp(z) = [(a,—1), (b, 0), (a,0), (b, 1), (a,2), (c, 3), (a,0)].

Cott minimum Il est clair que, d’aprés la définition (5.2) page 180,
la détermination du bord maximum d’un mot non-vide requiert le bord
maximum de tout ou partie de ses préfixes propres, donc, si le mot
contient n lettres, au moins n — 1 comparaisons sont nécessaires, car le
bord de la premiére lettre seule n’a besoin d’aucune comparaison. Cette
borne inférieure peut étre atteinte, comme le raisonnement suivant le dé-
montre. Appelons comparaison positive le succés d’un test de préfixe, tel
que nous le trouvons dans la définition de B, soit B(y)-a < y. Par dualité,
une comparaison négative est I’échec d’un test de préfixe. De facon & mini-
miser le nombre d’appels pour évaluer 8 (ya), nous pourrions remarquer
qu’une comparaison positive n’entraine que ’évaluation de 9B (y), alors
qu'une comparaison négative demande deux appels : B(B(y) - a). Par
conséquent, une premiére idée serait de supposer que nous n’avons que
des comparaisons positives :

B(z)"="B(2[0,n — 2])-z[n — 1]"="... LB ([0])-2[1,n — 1]=2[1,n—1],
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ot (£) implique B (x[0,4])-z[i + 1] < 2[0,1], pour 0 < i < n—2. D’abord,
i = 0 et la comparaison positive correspondante entraine z[0] = x[1]. Les
autres comparaisons entrainent x[0] = z[1] = --- = z[n — 1], donc un cas
parmi les meilleurs est x = a”, pour toute lettre a.

Mais il existe un autre cas, parce que 'appel le plus externe & %5
aprés une comparaison négative n’implique pas de comparaisons si son
argument est une unique lettre :

-2

2 B(B(...B(B(2[0]) - z[1])...) - z[n — 1))
= B(B(...B(B(x[1])-z[2])...) z[n—1
=B(z[n—1]) =«

ot (=) implique B (2[0,4]) - 2[i + 1] € [0,4], pour 0 < i < n —2 et (<)
ne contient aucune comparaison. Commencer avec ¢ = (0 nous améne a
z[1] # x[0], donc ¢ = 1 meéne & x[2] # x[0] etc. ainsi les effets de toutes
ces comparaisons négatives sont x[0] # z[i], pour 1 < ¢ < n — 2. Le
nombre de comparaisons négatives est n — 1, donc minimum, mais la
structure du mot est différente du cas précédent, car la premiére lettre
doit différer de toutes les suivantes. Soit BEP le nombre minimum de
comparaisons impliquées dans I’évaluation de pp(z), ou la longueur du
motif x est n. C’est le méme nombre que le nombre de comparaisons pour
évaluer B (z[0,n — 2]) quand z[0,n — 2] est un cas parmi les meilleurs.
Par conséquent, B =n — 2.

Colit maximum Pour maximiser le nombre de comparaisons, nous
devons calculer le plus de bords possibles. Pour ce faire, I’évaluation de
B(x) aménerait a chercher le bord maximum d’un facteur de longueur
n — 1, ot n est la longueur de x. Le meilleur des cas £ = a™ montre
que B(z) = x[1,n — 1], ce qui sied a notre but, sauf que nous voudrions
B(x[1l,n — 1]). En d’autres termes, nous ajoutons la contrainte d’une
premiére comparaison négative :

B(z) "= B(B(2[0,n —2]) - z[n — 1])

=" B(B(z[0,n —3]) - x[n—2,n—1])
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ot ("=") suppose B(x[0,n—2]) - z[n—1] & z[0,n — 2], et (L), avec
1 <i<n—2, correspond a B (z[0,4]) - z[i + 1] < z[0,4]. Ces contraintes
impliquent z[0] = z[1] = - -+ = z[n — 2] # x[n — 1], ’est-a-dire un motif
xr = a" b, avec a # b. Jusqu’a présent, le nombre de comparaisons est
n — 1, comme dans le cas minimal, mais I’évaluation se poursuit ainsi :

B (a'b) = B(B(a')-b) = B(B(a™) -ab) =... = zB(ai—lb),

ot 1 <i < n—2et (£) causent les comparaisons négatives B (a’) - b 4 a’

et les comparaisons positives (=), que nous ne comptons pas car nous
avons pour objectif de trouver W5P, donc des évaluations répétées du
méme bord n’entrainent pas de comparaisons répétées grace a la mémoi-
sation. Par conséquent, nous avons n — 2 comparaisons négatives jusqu’a
ce que B(b) = ¢, qui, avec les n — 1 comparaisons positives précédentes,
font un total de 2n — 3. Puisque W5 est le nombre de comparaisons pour
calculer B (x[0,n — 2]) sans répétitions, nous avons

WHP =2(n—1) -3 =2n—5.

Recherche Nous avons trouvé ci-dessus : n — 2 < ChP < 2n — 5, ol les
bornes sont atteignables si n > 3. Pour employer la valeur de pp(p), nous
pourrions commencer par modifier la recherche linéaire de la section 5.1,
en particulier le programme & la FIGURE 5.4 page 176, tout en gardant un
ceil sur la FIGURE 5.5 page 179. Le résultat est montré a la FIGURE 5.12.
Notons comment le premier argument de mp/5, p, est la copie de travail
et le troisiéme, p’, est 1'original qui demeure invariant (il est utilisé pour
restaurer p aprés 1’échec d’une comparaison). Les index i, j et k sont
les mémes qu’a la FIGURE 5.5 page 179. Le dernier n’est autre que la
valeur calculée par la fonction de suppléance; les variables i et j sont
incrémentées & chaque fois qu'une lettre du motif est identique & une
lettre du texte (troisiéme régle de mp/5) et j est aussi incrémentée a
chaque inégalité de la premiére lettre du motif (quatriéme régle de mp/5).

pp(p) — 1’
mp(p,t) - mp(p',t,p’,0,0)
mp([],¢,p,4,j) — factor(j —4);
mp(p, [],p,4,7) — absent();
mp([(a, k>> Ip],[[ alt], p’,i,j; — mp(p,t,p i+ 1,7+ 1);
1
| )

([< |p], [b]t],p,0,7) = mp(p,t,p', 0,5 + 1);
mp([(a, k)| pl,t,p',4,5) — mp(suf(p’, k), t,p, k, j).

FIGURE 5.12 — L’algorithme de Morris et Pratt (recherche)




5.2. ALGORITHME DE MORRIS ET PRATT 187
Coilit minimum  Soit BE%S le nombre minimum de comparaisons ef-
fectuées durant une évaluation de mp/5, ot m est la longueur du mo-
tif et n est la longueur du texte. Tout comme avec la recherche naive,
le meilleur des cas est quand le motif est un préfixe du texte, donc
B;%%S = m. En prenant en compte le prétraitement, le nombre de com-
paraisons By, de mp/2 est

BIP, = B 4+ BoPL® = (m — 2) +m = 2m — 2.

Cott maximum Puisque 'algorithme de Morris et Pratt seulement
lit le texte vers 'avant, le pire des cas doit maximiser le nombre de fois
que les lettres du texte t sont comparées avec une lettre du motif p.
Par conséquent, la premiére lettre du motif ne peut différer de toutes les
lettres du texte, sinon chaque lettre du texte serait comparée exactement
une fois. Supposons 'exact opposé : p[0] = t[i], avec i > 0. Mais ceci
impliquerait aussi une comparaison par lettre du texte. Pour forcer le
motif & se décaler le moins possible, nous imposons en plus p[l] # t[i],
pour ¢ > 0. En bref, cela signifie que ab < p, avec des lettres a et b
telles que a # b et t = a”. Un simple diagramme suffit pour révéler
que cette configuration produit le nombre maximum de comparaisons
7;2%5 = 2n — 1, car chaque lettre du texte est comparée deux fois,
sauf la premiére, qui n’est comparée qu’une fois. En tenant compte du
prétraitement, le nombre maximum de comparaisons Wy, de mp/2 est

WP, = WP+ BIPIS — (2m — 5) + (2n — 1) = 2(n + m — 3).

Métaprogrammation L’étude précédente méne & des programmes
pour le prétraitement et la recherche qui obscurcissent plutot I'idée prin-
cipale derriére 'algorithme de Morris et Pratt, a savoir, le recours aux
bords maximums des préfixes propres du motif et la lecture unidirec-
tionnelle du texte. La raison de cette infortune est que, pour des im-
pératifs d’efficacité, nous devons mémoiser les valeurs de la fonction de
suppléance et, au lieu de travailler avec le motif originel, nous en traitons
une version qui a été augmentée avec ces valeurs. Par ailleurs, I’emploi
de piles pour modéliser le motif ralentit et obscurcit la lecture des lettres
et les décalages.

Si le motif est fixe, une approche plus lisible est possible, consistant en
la modification du prétraitement de telle sorte qu’un programme dédié est
produit. Ce type de méthode sur mesure, ot un programme est le résultat
de 'exécution d’un autre, est appelé métaprogrammation. Bien entendu,
il n’est envisageable que si le temps nécessaire pour émettre, compiler
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et exécuter le programme est amorti & long terme, ce qui implique pour
le probléme traité que le motif et le texte sont assez longs ou que la
recherche est répétée avec le méme motif sur d’autres textes (ou le reste
du méme texte, aprés qu’une occurrence du motif a été trouvée).

Il existe une convention gra-
phique commode pour le contenu
de la table de suppléance a la FI-
GURE 5.8 page 181, appelée auto-
mate fini déterministe et montrée
& la FIGURE 5.14. Nous ne décri-
rons ici que de maniére sommaire
les automates; pour un traite-
ment mathématique et trés appro-
fondi, voir Perrin (1990), Hopcroft
et al. (2003) et Sakarovitch (2003).
Imaginons que les cercles, appelés
états, contiennent les valeurs de ¢
d’aprés la table. Les arcs, appelés
transitions, entre deux états sont
de deux sortes : soit continus et
annotés par une lettre appelée la-
bel, soit en pointillés et orientés
a gauche. La succession des états
a travers des arcs continus forme
le mot x = abacabac. L’état le
plus a droite est distingué par deux
cercles concentriques parce qu’il
marque la fin de . Par définition,
si §,(7) = 7, 1 y a une transition
rétrograde entre ’état ¢ et 5. L’état
le plus & gauche est la cible d'un arc
continu sans source et est la source
d’un arc pointillé sans cible. Le pre-
mier dénote simplement le début

mpy(t) — zero(t,0).

zero([a() |t],7) — one(t,j + 1);
zero([a|t],j) — zero(t,j + 1);
zero([],j) — absent().

one([b()|t],j) — two(t,j + 1);
one(t,j) — zero(t, 7).

two([a()|t],j) — three(t,j + 1);
two(t, j) — zero(t, j).

three([c() |t],j) — four(t,j + 1);
three(t, j) — one(t, j).

four([a() |t],7) — five(t,j + 1);
four(t, j) — zero(t, 7).

five([b() |t],5) — six(t,j + 1);
five(t, j) — one(t, ).

six([a() |t],7) — seven(t,j + 1);
six(t, j) — two(t, 7).

seven([c() |t], ) — factor(j — 6);
seven(t, j) — three(t, ).

FIGURE 5.13 — Recherche de
abacabac dans ¢

FIGURE 5.14 — Automate de Morris et Pratt du motif abacabac



5.2. ALGORITHME DE MORRIS ET PRATT 189

du mot et le dernier correspond a la valeur spéciale §,(0) = —1.

Ce qui est important pour nous est que le support intuitif qu’apporte
un automate méne aussi & une réalisation intuitive, ot chaque état cor-
respond a une fonction et les transitions sont associées aux différentes
régles de la définition de la fonction pour I’état d’ott elles sortent.

L’exemple abacabac est montré & la FIGURE 5.13. Les états de 'au-
tomate, 0, 1, jusqu’a 7, correspondent aux fonctions zero/2, one/2 etc.
jusqu’a seven/2. Notons comment mpy/1 met 'index a 0 quand elle ini-
tialise le premier état, c’est-a-dire, par I'appel a zero/2. L’index j joue le
méme role que dans la FIGURE 5.5 page 179. La premiére régle de chaque
fonction correspond & une transition vers la droite dans 'automate de
la FIGURE 5.14 page ci-contre et la deuxiéme régle est une transition
rétrograde, donc un échec, sauf dans zero/2, ou elle signifie que le motif
est décalé d’'une lettre. La fonction zero/2 posséde une troisiéme régle
traitant le cas ot le motif n’est pas un facteur du texte. Nous pourrions
ajouter une régle similaire aux autres définitions, pour les accélérer, mais
nous choisissons la briéveté et nous laissons les régles pour les échecs suc-
cessifs nous ramener a zero/2. La premiére régle de seven/2 est spéciale
aussi, parce qu’elle est utilisée quand le motif a été trouvé. Finalement,
remarquons 'index j — 6, qui montre clairement que la longueur du motif
fait partie du programme, qui est donc un métaprogramme.

Variante de Knuth Un coup d’ceil & la FIGURE 5.5 page 179, devrait
nous fournir matiére & réflexion. Que se passerait-il si a = a? Alors
le décalage ménerait immédiatement & une comparaison négative. Donc,
comparons p[§,(7)] & t[j] seulement si p[§,,(¢)] # pli]. Sinon, nous prenons
le bord maximum du bord maximum etc. jusqu’a ce que nous trouvions
le plus petit ¢ tel que p[FE(i)] # pli]. Ceci est une amélioration propo-
sée par Knuth et al. (1977). Une édition mise & jour a été publiée par
Knuth (2010) et un traitement fondé sur la théorie des automates par
Crochemore et al. (2007), & la section 2.6. Voir aussi une dérivation du
programme par raffinements algébriques dans le livre de Bird (2010).

Dans ’automate de recherche, quand un échec se produit a 1’état ¢ sur
la lettre a, nous suivons une transition arriére vers I’état §,(7), mais, si la
transition normale est a & nouveau, nous suivons & nouveau la transition
rétrograde etc. jusqu’a ce que nous trouvions une transition normale dont
le label n’est pas a ou alors nous devons décaler le motif. L’amélioration
proposée par Knuth consiste & remplacer toutes ces transitions d’échecs
successifs par une seule.

Par exemple, ’automate de la FIGURE 5.14 page ci-contre est amélioré
de cette fagon & la FIGURE 5.15 page suivante.
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v

W@L b_(5)-2-(7)-

FIGURE 5.15 — Automate de Knuth, Morris et Pratt pour abacabac

Exercices
1. Cherchez AL‘,’LCH
2. Prouvez que pp/1 et mp/2 terminent.
3. Prouvez loc/2 = mp/2 (correction de l’algorithme de Morris et
Pratt).

4. Trouvez B et WiY. (Attention au cotit de suf/2.)
5. Cherchez B%?n et W,Tb"n

6. Proposez une simple modification pour éviter 'appel a rev/1 a la

FIGURE 5.11 page 184.

Modifiez fail/2 de telle maniére que mp/2 réalise 'algorithme de
Knuth, Morris et Pratt. Etudiez les cas meilleurs et pires de cette
variante et montrez que WhHY = 2m — 6, pour m > 3.

Ecrivez le métaprogramme correspondant a 'automate a la FI-
GURE 5.15.

Ecrivez une fonction rlw/2 (anglais, remove the last word) telle que
lappel rlw(w, t) est réécrit en le texte ¢ si le mot w est absent, sinon
en t sans la derniére occurrence de t.
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Chapitre 6

Arbres de Catalan

Dans la partie I de ce livre, nous traitons des structures linéaires,
comme les piles et les files d’attente, mais, pour vraiment comprendre
les programmes qui opérent sur ces structures, nous avons besoin du
concept d’arbre. C’est pourquoi nous avons présenté trés tot les arbres de
syntaxe abstraite, les graphes orientés sans circuits (FIGURE 1.4 page 8),
les arbres de comparaison (FIGURE 2.41 page 91), les arbres binaires
(FIGURE 2.43 page 92), les arbres de preuve (FIGURE 3.2a page 100), les
arbres d’évaluation (FIGURE 3.6 page 111) et les arbres d’interclassement
(FIGURE 4.6 page 129). Ces arbres étaient des méta-objets, ou concepts,
employés pour comprendre la structure linéaire a I’étude.

Dans ce chapitre, nous prenons un point de vue plus abstrait et nous
considérons la classe générale des arbres de Catalan, ou arbres généraux.
Nous les étudierons comme des objets mathématiques dans le but de
transférer nos résultats aux arbres utilisés comme structures de données
pour réaliser des algorithmes. En particulier, nous nous intéresserons a
les mesurer, & les compter, et & déterminer quelques paramétres moyens
relatifs & leur taille, la raison étant que la connaissance de ce & quoi
ressemble un arbre moyen nous informera sur le cotit de le traverser de
différentes facgons.

Les arbres de Catalan sont un type spécial de
graphe, soit un objet constitué de neuds (appelés
aussi sommets) reliés par des arcs, sans orientation
(seule la connexion importe). Ce qui fait un arbre
de Catalan est la distinction d’un nceud, appelé la
racine, et I'absence de cycles, c’est-a-dire de che-

mins fermés contenant des noeuds reliés successive- FIGURE 6.1 —
ment. Les arbres de Catalan sont souvent appelés  Arbre de Catalan
arbres ordonnés (anglais, ordered trees ou planted de hauteur 5

193



194 CHAPITRE 6. ARBRES DE CATALAN

plane trees), en théorie des graphes, et arbres générauxr (anglais, unran-
ked trees, ou n-ary trees) en théorie de la programmation. Un exemple
est donné & la FIGURE 6.1. Remarquons que la racine est le nceud situé
en haut de la figure et qu’elle posséde quatre sous-arbres ordonnés, dont
les racines sont nommeées enfants. Les nceuds dessinés comme des disques
blancs (o) constituent un chemin maximal commengant & la racone (le
nombre de noeuds le long de celui-ci est maximal). Le noeud terminal n’a
pas d’enfants; il y a précisément 8 noeuds de ce genre au total, appelés
feuilles. Le nombre de disques blancs est la hauteur de 'arbre de Catalan
(il peut y avoir plusieurs chemins maximaux de méme longueur), donc
I’exemple donné a pour hauteur 5.

Les programmeurs mettent en ceuvre les arbres de Catalan comme
une structure de donnée, par exemple via 'usage de XML, auquel cas,
des informations sont logées dans les nceuds et leur recherche peut exiger
I’atteinte d’une feuille, dans la circonstance la plus défavorable. Le corit
maximum d’une recherche est donc proportionnel & la hauteur de 'arbre
et la détermination de la hauteur moyenne devient pertinente lorsque
I'on réalise une série de recherches aléatoires (Vitter et Flajolet, 1990).
Pour mener a bien ce type d’analyse, nous devons d’abord déterminer
le nombre d’arbres de Catalan d’une taille donnée. Il y a deux mesures
usuelles de la taille : soit nous quantifions les arbres par le nombre de leurs
neceuds, ou bien nous comptons le nombre d’arcs. En fait, le choix de 'une
ou l'autre mesure n’est dicté que par des considérations de commodité
ou de style : il y a n arcs s’il y a n+ 1 nceuds, tout simplement parce que
chaque noeud, sauf la racine, posséde un parent. Il arrive fréquemment
que les formules a propos des arbres de Catalan soient un peu plus simples
lorsqu’elles font référence au nombre d’arcs, donc ce sera la notre mesure
de la taille dans ce chapitre.

6.1 Enumeration

Un grand nombre de manuels (Sedgewick et Flajolet, 1996, § 5.1
& 5.2) montre comment déterminer le nombre d’arbres de Catalan avec
n arcs au moyen d’outils mathématiques puissants connus sous le nom
de fonctions génératrices (Graham et al., 1994, chap. 7). A leur place,
pour des raisons didactiques, nous choisissons une technique plus intui-
tive issue du dénombrement combinatoire qui consiste & construire une
bijection entre deux ensembles finis, le cardinal de 'un étant donc le
cardinal de I'autre. Pour une taille donnée, nous allons associer chaque
arbre de Catalan & un objet de maniére exclusive, et aucun objet ne sera
laissé de coté. De plus, ces objets doivent étre aisément dénombrables.
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Les objets qui conviennent le
mieux & notre objectif sont ici les
chemins monotones dans un trellis,
c’est-a-dire une grille carrée (Mo-
hanty, 1979, Humphreys, 2010). Ces
chemins sont constitués d’une suite
de pas orientés vers le haut (1), ap-
pelés montées, et de pas vers la (a) Chemin de Dyck (b) Arbre de
droite (—), appelés descentes, et Catalan
ils commencent au coin en bas a
gauche (0,0). Les chemins de Dyck
de longueur 2n sont les chemins se aboutissant & (n,n) et qui restent
au-dessus de la diagonale, ou la touchent. Nous souhaitons montrer qu’il
existe une bijection entre les chemins de Dyck de longueur 2n et les arbres
de Catalan avec n arcs.

FIGURE 6.2 — Bijection

Pour comprendre cette bijection, nous devons d’abord
présenter un type particulier de parcours, ou traversée, de o
I’arbre de Catalan. Imaginons qu’un arbre est une carte /N
routiére ou les nocuds dénotent des villes et les arcs des ?
routes. Un parcours complet de l'arbre consiste alors a
commencer notre voyage a la racine et, en suivant les arcs, piourg 6.3
a visiter tous les nceuds. (Il est permis de passer plusieurs
fois par le méme noeud, puisqu’il n’y a pas de cycles.) Bien entendu, il
existe de nombreuses facons de réaliser cette tournée et celle que nous
envisagerons ici est dite un parcours en préordre.

N

A chaque noeud, nous prenons 'arc le plus a gauche qui n’a pas
encore été emprunté et nous parcourons le sous-arbre correspondant en
préordre ; lorsque nous sommes de retour, nous itérons le choix avec les
enfants qui restent. Pour plus de clarté, nous montrons & la FIGURE 6.3
la numérotation en préordre de la FIGURE 6.2b, ot 'ordre dans lequel un
noeud est rencontré la premiére fois remplace le disque noir (e).

La premiére partie de la bijection est une injection des arbres de
Catalan avec n arcs vers les chemins de Dyck de longueur 2n. En par-
courant I'arbre en préordre, nous associons une montée & chaque arc en
descendant, et une descente sur le méme arc en montant. Clairement, il
v a 2n pas dans le chemin de Dyck. La surjection consiste simplement a
inverser le procédé en lisant le chemin de Dyck pas a pas, de la gauche
vers la droite, et en construisant ’arbre correspondant.

Nous devons maintenant compter le nombre de chemins de Dyck
de longueur 2n, dons nous savons maintenant qu’il est aussi le nombre
d’arbres de Catalan avec n arcs.
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Le nombre total de chemins monotones de
longueur 2n est le nombre de choix de n mon-
tées parmi 2n pas, soit (27?) Nous devons en-
suite soustraire le nombre de chemins qui dé-
butent par une montée et qui traversent la
diagonale. Un tel chemin est montré a la FI-
GURE 6.4, dessiné avec un trait continu et gras.
Le premier point atteint sous la diagonale est
utilisé pour tracer une ligne en pointillés paral-
léle & la diagonale. Tous les pas depuis ce point
vers (0,0) sont alors changés en leur contrepar-
tie : une montée par une descente et vice-versa.
Le segment résultant est figuré par une ligne
hachurée. Cette opération est nommeée une ré-
flezion (Renault, 2008). Le point crucial est que nous pouvons faire se
réfléchir tout chemin monotone qui traverse la diagonale et obtenir un
chemin distinct de (1,—1) & (n,n). De plus, tout chemin réfléchi peut
étre réfléchi lorsqu’il atteint la ligne en pointillés vers leur contrepar-
tie originelle. En d’autres termes, la réflexion est bijective. (Une autre
approche visuelle et intuitive de ce méme fait a été publiée par Callan
(1995).) Par conséquent, il y a autant de chemins monotones de (0,0) &
(n,m) qui coupent la diagonale qu’il y a de chemins monotones de (1, —1)
a (n,n). Ces derniers sont aisément énumérés : (nz_"l). En conclusion, le
nombre de chemins de Dyck de longueur 2n est

2n 2n 2n (2n)!
Cn = — = —
n n—1 n (n—1!(n+1)!
_(2n n o (2n)!  [2n n (2n\ 1 (2n
S\ n n+1 nln!  \(n n+1\n/) n+1\n)
Les nombres C), sont les nombres de Catalan. En employant la formule

de Stirling , vue a I’équation (2.14) a la page 85, nous trouvons que le
nombre d’arbres de Catalan avec n arcs est

1 /2n 4m
= —— ~ : 1
¢ n—{—l(n) N/ (6.1)

FIGURE 6.4 — Réflexion
d’un préfixe par rapport
ay=z—1

6.2 Hauteur moyenne

Comme mentionné plus haut, la hauteur d’un arbre est le nombre de
nceuds sur un chemin maximal de la racine & une feuille, c’est-a-dire un
nceud sans sous-arbres ; par exemple, nous pouvons suivre vers le bas et
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compter les noeuds (o) dans la FIGURE 6.1. Un arbre réduit & une unique
feuille a pour hauteur 0.

Nous commengons par 1'observation clé quun arbre de Catalan avec
n arcs et de hauteur h est en bijection avec un chemin de Dyck de
longueur 2n et de hauteur h—1 (voir FIGURE 6.1 page 193 et FIGURE 6.2).
Ce simple fait nous permet de raisonner sur la hauteur des chemins de
Dyck et de transférer le résultat vers les arbres de Catalan de départ.

Soit h,, la hauteur moyenne des arbres de Catalan avec n arcs et soit
H,, j, le nombre d’arbres de Catalan avec n arcs et de hauteur h. Nous
avons alors hy, = S, /Cp, ot Sy := > ;- h- Hyp. Nous devons saisir
cette somme. Par exemple, nous pourrions définir A,, ;, comme étant le
nombre d’arbres avec n arcs et de hauteur inférieure ou égale & h. Bien
str, App = Appt1 = Cp, si h > n. Alors Hy,p, = Ay — App—1. Les
formules peuvent étre davantage simplifiées en définissant B,, ;, comme
étant le nombre d’arbres avec n arcs et de hauteur supérieure a h :

Sn = Z h(An,h - An,hfl) = Z h(Bn,hfl - Bn,h) = Z Bn,h- (62)

h>1 h>1 h=0

Avec la détermination de A, j, en téte, considérons a la FIGURE 6.5a
un chemin de Dyck de longueur 2n et hauteur h — 1. Les lignes doubles
sont des frontiéres qui ne peuvent étre atteintes par le chemin. Ceci est
en fait un cas particulier d’'un chemin monotone entre deux frontiéres
diagonales, comme on peut le voir & la FIGURE 6.5b, ou s dénote la
distance verticale & partir de A, et t est la distance horizontale & partir
de A. Il est bien connu que le nombre de chemins monotones s’étendant

n
h
] .
) b 0
s
0 71 n Al [Tt a
(a) Chemin de Dyck de longueur 2n et (b) Chemin de A & Q évitant
de hauteur h — 1 y=x+sety=x—t

FIGURE 6.5 — Chemins évitant des frontiéres diagonales
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de A(0,0) a Q(a,b) et évitant les frontiéres est

L(abit )] =D [(b +0;-cz; Ijr s)> - (b + k?tibs) + t)] - (63

kEZ

La preuve par Mohanty (1979, p. 6) de cette formule est fondée sur le
principe de réflexion et le principe d’inclusion et d’exclusion, par lequel
un sur-ensemble est pris et un sous-ensemble est soustrait parce que ces
deux ensembles sont plus aisément énumérables que le tout (nous avons
employé ce principe implicitement pour parvenir a la formule (6.1)). Nous
reproduisons verbatim sa preuve ici parce qu’elle n’est pas facile a trouver
de nos jours.

Démonstration. (Mohanty) Pour faire bref, nommons les frontiéres = =
y+tetx =y—s, LT et L, respectivement. Dénotons par A; I’ensemble
des chemins qui atteignent £, par Ay l’ensemble des chemins qui at-
teignent £*, £~ dans cet ordre, et en général par A; I'ensemble des
chemins qui atteignent £, L=, £, ... (i fois) dans lordre indiqué. De
la méme maniére, soit B; I'ensemble des chemins atteignant £, L1, L™,
... (1 fois) dans l'ordre spécifié. Une application de la méthode usuelle
d’inclusion-exclusion donne

et = (7 + TVl HIBD. 6

<1

ou |4;| et |B;| sont évalués répétitivement au moyen du principe de ré-
flexion. Par exemple, considérez As. Puisque chaque chemin dans Ag
doit atteindre £1, A3 lorsqu’il est réfléchi par rapport 4 £* devient 'en-
semble des chemins de (¢, —t) a (a, b), chacun atteignant £ aprés avoir
atteint £7. Une autre réflexion par rapport & £~ rendrait Az équivalent
a I’ensemble des chemins de (—s—t,s+t) a (a,b) qui atteignent £, qui
a son tour peut s’écrire R(a+ s+ t,b — s —t;2s + 3t). [Note : R(a,b;t)
est Pensemble des chemins de (0,0) a (a,b) réfléchis par rapport a £7.]
Par conséquent, puisque |R(a,b;t)| = (“+b),

a—t

a+b
|A3‘ = )
a—s—2t
et, plus généralement,

a+b a+b
= (o) = (00 )

Les expressions pour |Baj|, |B2j+1l, 7 =0,1,2,..., avec |Ag|, |Bo| étant
(azb), sont obtenues en interchangeant a et b et s avec t. La substitution

de ces valeurs dans (6.4) donne (6.3) aprés quelques simplifications. [
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En reprenant le fil de notre argumentation, si nous faisons se corres-
pondre les figures dans la FIGURE 6.5, nous déduisons que s = h, t = 1,
a=0b=mn,dota+b=2netb+k(s+t) =n+k(h+1), que nous
remplacons dans la formule (6.3) ot nous changeons h en h — 1 :

A1 =2 Kn inkh> - (n + ?n+ kh)] '

keZ

Apreés la partition de la somme en les cas k < 0, kK = 0 et k > 0, puis
le changement de signe de k dans le premier cas, ensuite en utilisant
(2) = (pf q) dans le second et dernier cas, puis enfin en regroupant les
sommes restantes indexées par k > 1, nous obtenons

A1 == [(n + in_ kh> 7 (n Zh) i <n - in— khﬂ

k>1
<2n> ( 2n >
- - :
n n—1

Nous reconnaissons C, de la page 196, et nous réécrivons

2n 2n 2n
— Appy = —2 .
Cn = Ann Z[(nﬂ—kh) <n—kh>+<n—1—kh>]

E>1

Finalement, nous souvenant que B, = App, — App et Cp = Ap g1,
nous parvenons a la formule

Bup-1=) Kn + in— kh) B 2<n 3nk;h) * (n - in— kh)] - (65)

k>1

Knuth, de Bruijn, et Rice (1972) ont publié un article majeur ou
ils obtiennent le méme résultat en employant des mathématiques bien
plus compliquées. Ils commencent par modéliser le probléme avec une
fonction génératrice (Wilf, 1990) qui satisfait une équation de récurrence
dont la solution exprime la fonction génératrice en termes de fractions
continuées de polynémes de Fibonacci. Ils utilisent alors I'intégration
sur le plan complexe pour trouver la formule (6.5). Alternativement, les
fonctions génératrices peuvent étre employées sur les chemins monotones
dans des treillis, au lieu des arbres de Catalan (Kemp, 1984, page 64)
(Flajolet et al., 2006).

Sedgewick et Flajolet (1996) (Flajolet et Sedgewick, 2009) utilisent
I’analyse combinatoire et ’analyse réelle pour obtenir ’approximation
asymptotique de By, . Ils écrivent (Sedgewick et Flajolet, 1996, p. 260) :
«Cette analyse est la plus difficile de celles que nous menons dans ce livre.
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Elle combine des techniques pour résoudre des récurrences linéaires et

des fractions continuées, des développements limités de fonctions généra-

trices, en particulier au moyen du théoréme d’inversion de Lagrange, les

approximations binomiales et les sommes d’Euler-Maclaurin.» II n’est

pas possible d’entrer dans les détails ici, mais nous pouvons esquisser

comment une approximation asymptotique peut étre menée a bien.
L’équation (6.2) implique Sy, = ;- By a1, d'ott

Sn=p_ (k). Kn +21n_ k) N 2<n 2—nk> i <n —21n— ’fﬂ ’

k'>1

ou d(k') est le nombre de diviseurs positifs de k', mais une analyse sur
les nombres complexes est nécessaire (Knuth et al., 1972, Flajolet et al.,
1995). Une autre approche consiste a exprimer les coefficients binomiaux
en termes de (n%lﬁ:h) comme suit :

<n—2£+ 1> (n—m+f)2!7zzi+m—1)!
n)l (n+m n+m n
(2n)!( ) ( 2 >7

m—m)!n—m+1n+m)! n-m+1\n—-m

(n—iZ—l) - (n—m—l()zlrz)n!—i-m—kl)!
n)(n—m n—m n
) (20)! (n —m) ) ()

n—m)!n+m)!(n+m+1) n+m+1\n—m

Par conséquent,

o) 22 () 2 e ()

Posons Fy,(m) = (2m? — n)/(n? — m?). Nous avons

S=2- S w1,

h>1 k>1

De l'équation (6.1) et de h,, = S,,/Cy, nous tirons h, = (n+1)S, (27?)71,
donc nous devons approcher (n+1)F,41(m) et (n%”m) (2:)71. D’une part,
nous avons
2m?> —n  2m®—n

n? n(n+1)’
donc (n + 1)E,y1(kh) ~ 2k%h?/n — 1. D’une autre part, Sedgewick et
Flajolet (1996, 4.6, 4.8) montrent que

2n 2n -1 _mQ/n
~ € .
n—m n

Fop1(m) ~
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En supposant que les termes d’erreur implicites des deux approximations
précédentes diminuent exponentiellement, nous avons

I~ 30D (AR?R3 0 — 2)e M =N H (b ),

h>1 k>1 h>1

avec H(x) := Y- (4k*2? — 2)e***  Finalement, Sedgewick et Flajolet
(1996, 5.9), tout comme Graham, Knuth, et Patashnik (1994, 9.6), font
usage d’analyse réelle pour conclure

b SO ~ i [ H (@) ~ v

h>1

Aprés que B,, ;1 a été obtenu, la fin de notre dérivation est difficile et
méme pas entiérement formelle parce que les termes d’erreur dans 'ap-
proximation asymptotique bivaluée devraient étre prudemment vérifiés,
comme les auteurs référencés le font. Malheureusement, ceci aussi veut
dire que cette partie a peu de chance d’étre simplifiée davantage.

6.3 Longueur moyenne des chemins

La longueur des chemins d’un arbre de Catalan est la somme des
longueurs des chemins depuis la racine. Nous avons vu ce concept dans
le contexte des arbres binaires, ou il était décliné en deux variantes, la
longueur interne (page 115) et la longueur externe (page 93), selon que le
neceud final était interne ou externe. Dans le cas des arbres de Catalan, la
distinction pertinente entre noeuds est d’étre une feuille (c’est-a-dire un
neeud sans sous-arbre) ou non, mais certains auteurs parlent néanmoins
de longueur externe lorsqu’ils se référent aux distances des feuilles, et de
longueur interne pour les non-feuilles, donc nous devons garder présent
a lesprit si le contexte est les arbres de Catalan ou les arbres binaires.

Dans le but d’étudier la longueur moyenne (des chemins) des arbres
de Catalan, et quelques paramétres voisins, nous pourrions suivre Dersho-
witz et Zaks (1981) en recherchant d’abord le nombre moyen de noeuds
de degré d au niveau ! dans un arbre de Catalan avec n arcs. Le degré
d’un neud est le nombre de ses enfants et son niveau est sa distance
jusqu’a la racine, comptée en arcs, sachant que la racine se trouve au
niveau 0. (A contraster avec la définition de la hauteur, ot ce sont les
nceuds qui sont comptés.)

Le premier pas de notre méthode pour obtenir la longueur moyenne
(des chemins) nécessite la définition d’une nouvelle bijection entre les
arbres de Catalan et les chemins de Dyck. A la FIGURE 6.2b page 195,
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(a) Chemin de Dyck (b) Arbre de Catalan

FIGURE 6.6 — Bijection fondée sur les degrés

nous voyons un arbre de Catalan équivalent au chemin de Dyck a la FI-
GURE 6.2a, construit a partir du parcours en préordre de cet arbre. La
FIGURE 6.6b montre le méme arbre, ol le contenu des nocuds est leur
degré. Le parcours en préordre (des degrés) est [3,0,0,2,1,0,0]. Puisque
le dernier degré est toujours 0 (une feuille), nous 1’éliminons et conser-
vons [3,0,0,2,1,0]. Un autre chemin de Dyck équivalent est obtenu en
traduisant les degrés de cette liste en suites de montées (1) suivies d'une
descente (—), donc, par exemple, 3 est traduit en (1,1,1,—) et 0 en (—).
A la fin, [3,0,0,2,1,0] est traduit en [1,1,1,—, —, =, 1, =, T, =, =],
ce qui correspond au chemin de Dyck & la FIGURE 6.6a. Il est aisé de se
convaincre soi-méme que nous pouvons reconstruire ’arbre & partir du
chemin de Dyck, par conséquent, nous avons bien la une bijection.

La raison d’étre de cette nouvelle bijection est la nécessité de trouver
le nombre moyen de nceuds dans un arbre de Catalan dont la racine
posséde un degré donné. Ce nombre nous aidera a parvenir a la longueur
moyenne des chemins, en appliquant une idée de Ruskey (1983). D’apreés
la bijection, il est clair que le nombre d’arbres dont la racine a pour
degré r = 3 est le nombre de chemins de Dyck contenant le segment de
(0,0) & (0,r), suivi d’une descente (voir le point (1,7) a la FIGURE 6.6a),
et ensuite tous les chemins monotones au-dessus de la diagonale jusqu’au
coin en haut & droite (n,n). Par conséquent, nous devons déterminer le
nombre de ces chemins.

Nous avons vu a la section 6.2 page 196 la réflexion bijective de
chemins et ’énumération & ’aide du principe d’inclusion et d’exclusion.
Ajoutons maintenant & notre arsenal une bijection de plus qui se ré-
véle souvent utile : le retournement. Elle consiste simplement & renverser
Iordre des pas constitutifs d’'un chemin. Considérons par exemple la FI-
GURE 6.7a. Bien entendu, la composition de deux bijections étant une
bijection, la composition d’un retournement et d’une réflexion est bijec-
tive, donc les chemins monotones au-dessus de la diagonale de (1,7) a
(n,mn) sont en bijection avec les chemins monotones au-dessus de la dia-
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(a) Retournement de la (b) Retournement et
FIGURE 6.4 réflexion de la FIGURE 6.6a
apres (1, 3)

FIGURE 6.7 — Retournements et réflexions

gonale de (0,0) & (n —r,n — 1). Par exemple, la FIGURE 6.7b montre le
retournement et la réflexion du chemin de Dyck de la FIGURE 6.6a aprés
le point (1, 3), distingué par un disque noir (e).

En nous souvenant que les arbres de Catalan avec m arcs sont en
bijection avec les chemins de Dyck de longueur 2n (section 6.1 page 194),
nous savons a présent que le nombre d’arbres de Catalan avec n arcs et
dont la racine a pour degré r est le nombre de chemins monotones au-
dessus de la diagonale du point (0,0) & (n — r,n — 1). Nous pouvons
trouver ce nombre en utilisant la méme technique que pour le nombre
total C), de chemins de Dyck. Le principe d’inclusion et d’exclusion dit
que nous devrions compter le nombre total de chemins avec les mémes
extrémités et soustraire le nombre de chemins qui traversent la diagonale.
Le premier nombre est (an__rl_ 1), qui énumeére les fagons d’interclasser
n — 1 montées (1) avec n — r descentes (—). Le dernier nombre est le
méme que le nombre de chemins monotones de (1,—1) a (n —r,n — 1),
comme on peut le voir en faisant se réfléchir les chemins jusqu’a leur
premiére traversée de la diagonale, soit (2”_1;_1); en d’autres termes,
c’est le nombre d’interclassements de n montées avec n —r — 1 descentes.
Finalement, en imitant la dérivation de I’équation (6.1), le nombre R,,(r)
d’arbres avec n arcs et racine de degré r est

2n—r—1 2n—r—1 r 2n —r
R = — = .
n(r) < n—1 ) < n > 2n—r< n )
Soit NV, (1, d) le nombre d’arbres de Catalan avec n arcs au niveau [ et
de degré d. Ce nombre constitue I’étape suivante dans la détermination

de la longueur moyenne des chemins parce que Ruskey (1983) a trouvé
une jolie bijection qui le met en relation avec R,(r) dans ’équation
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L1 Ri1
Ly QR
L Ry
By Bo By Ly Ly B Bs R Ry
(a) n arcs, (o) de (b) n +1 arcs, racine de degré 2l + d

degré d et niveau [

FIGURE 6.8 — Bijection

suivante :
No(l,d) = Rya (21 + d).

A la FIGURE 6.8a se trouve le motif général d’un arbre de Catalan avec
un noeud (o) au niveau d et de degré d. Les arcs doubles dénotent un
ensemble d’arcs, donc L£;, R; et B; représentent en fait des foréts. A
la FIGURE 6.8b, nous voyons un arbre de Catalan en bijection avec le
premier, obtenu de celui-ci en élevant le nceud qui nous intéresse (o)
pour en faire la racine, les foréts L£; avec leurs parents respectifs sont
attachées en-dessous, ensuite les B;, et, finalement, les R; pour lesquelles
de nouveaux parents sont nécessaires (dans un cadre hachuré dans la
figure). 11 est clair que la nouvelle racine a pour degré 20 + d et il y a
n + 1 arcs. Il est essentiel de comprendre que la transformation peut étre
inversée pour tout arbre (elle est injective et surjective), donc est elle
bien bijective. Nous en déduisons

204+d (2n—d 2n—d—1 2n—d—1
N, (1,d) = ; n _ n L 7
2n —d\ n+1 n+l—1 n+1
ou la derniére étape résulte de I'expression du coefficient binomial en
termes de la fonction factorielle. En particulier, ceci entraine que le

nombre total de nocuds au niveau ! dans tous les arbres de Catalan
avec n arcs est

“ " /o2n—d—1 " /2n—d—1
S =3 () -2 (M)

Tournons notre attention vers la premiére somme :

n M —d—1 B 2n—1 i B 2n—1 i
g(n—i-l—l)_i; <n+l—1)_ 2 <n+l—1)'

d=0 -1 i=n+l-1
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Nous pouvons maintenant employer l'identité (4.8) page 127, qui équi-

vaut a Ei?:j (;) = (ljﬁ), donc j =n+1—1et k=2n —1 entrainent

i(%—d—l) B ( Qn)
ot n+l—1 n+1

De plus, en remplagant ! par [+ 1 donne Y ;_, (2"7:3;1) = (nffﬂ), donc

le nombre total de nocuds au niveau [ dans tous les arbres de Catalan
avec n arcs est

" omn omn 2+1 (2n+1
;Nn(l’d)_<n+l><n+l+1>_2n+1<n—l>' (6:6)

Soit E[P,] la longueur moyenne des chemins d'un arbre de Catalan
avec n arcs. Nous avons

E[P,] = Ci DY Nl d),

" =0 d=0

parce qu’il y a C), arbres et la double somme est la somme des longueurs
des chemins de tous les arbres. Si nous moyennons encore par le nombre
de noeuds, soit n + 1, nous obtenons le niveau moyen d’un noeud dans
un arbre de Catalan aléatoire, et nous devons prendre garde car certains
auteurs choisissent cette quantité comme la définition de la longueur
moyenne. Alternativement, si nous choisissons au hasard des arbres de
Catalan distincts avec n arcs, puis choisissons des nceuds distincts dans
ceux-ci, E[P,]/(n + 1) est la limite du coGt moyen pour les atteindre
depuis la racine. En usant des équations (6.6) et (6.1) page 196, alors

E[P,] - Cp = Zn:l Kﬁl) N (n +27+ 1)}
() -5 )

-5 e ()
S(2)- 2 ()

La somme restante est facile & débloquer parce qu’elle est la somme de
la moitié¢ d’une ligne paire dans le triangle de Pascal. Nous voyons a
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la FIGURE 4.5 page 125 que la premiére moitié égale la seconde, seul
I'élément central restant (il y a un nombre impair d’éléments dans une

ligne paire). Ceci est vite vu : Z;-:(} (2;.1) = Z?:_& (zzﬁ]) =y +1 (21”)

Par conséquent,
2n 2n
2n 2n 2n
E —9. E
=0 i=n-+1

et nous pouvons poursuivre comme suit :

E[P,] 1[/2n\" i 2n\  (/2n\| 1[/2n 1i m\ _

n+1 2\ n ‘ i n 2 n , i '
=0 =0

La somme restante est peut-étre I'identité combinatoire la plus fameuse

parce qu’elle est un corollaire du vénérable théoréeme binomial, qui établit

que, pour tous nombres réels = et y, et tout entier positif n, nous avons
I’égalité suivante :

(x+y)" = i <Z> " Ryk,

k=0

La vérité de cette proposition apparait grace au raisonnement suivant.

Puisque, par définition, (z+y)" = (z +y)(z +y)...(x + y)n o ChAqUeE
terme dans le développement de (z + y)™ a la forme 2" Fyk pour un
k., k

certain k variant de 0 & n, inclus. Le coefficient de 2" %y” pour un k
donné est simplement le nombre de choix de k variables y parmi les
n facteurs de (x + y)", les variables x provenant des n — k facteurs
restants.

Poser © = y = 1 entraine l'identitée 2" = Y} (z), qui, finalement,

débloque notre derniére étape :
on\ !
4" —11. 6.7
() ] (67)

En nous souvenant de (6.1) page 196, nous obtenons le développement
asymptotique suivant :

_n+1

B[P, = 5

1
E[P,] ~ SV,

Remarquons que cette équivalence est vraie aussi si n dénote un nombre
de nceuds, au lieu d’un nombre d’arcs. La formule exacte donnant la

longueur moyenne des chemins d’un arbre de Catalan avec n noeuds est
E[P,,—1] car il posséde alors n — 1 arcs.
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Pour certaines applications, il est utile de connaitre les longueurs
externes et internes, qui sont, respectivement, les longueurs des chemins
jusqu’aux feuilles et aux nceuds internes (& ne pas confondre avec les
longueurs externes et internes des arbres binaires). Soit E[E,,] la premiére
et E[I,,] la seconde. Nous avons :

[En]'cn:;:%l'/v”(lo Zl[(nﬂ—l) <2:J:ll>}
“SoenCind) - S -5 )

=0 =0
2n—1 2n—1
2n — 1 1 2n — 1
E[E,] - C, = == =41
Edc= 2 () = X (7)) =

ol la derniére égalité procéde du fait qu’une ligne impaire dans le triangle
de Pascal contient un nombre pair de coefficients et les deux moitiés ont
des sommes égales. Nous concluons :

2n\ 1
E[E,] = (n+ 1)4"_1< n> ~ —ny/TTN. (6.8)
n 4
La dérivation de E[I,,] est :

s u= 33 =30 [(2 1) - (2]

=0 d=1

_Z<n+z> [En]-cn_<2nn—1)

1/2 1
=4t -2 ( :) =4"' = C(n+1)Cn.

Par conséquent,

on\"' n4+1 1
_ n—1 o ~
E[L,]) = (n+1)4 ( . ) 5 v (6.9)
Des formules (6.8) et (6.9), nous tirons

n+1
5

E[En} = E[In] +

On peut montrer que (n + 1)/2 est le nombre moyen de feuilles dans un
arbre Catalan avec n arcs, c’est-a-dire que la moitié des noeuds sont des
feuilles en moyenne.
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A TPasymptote, les formules (6.7), (6.8) et (6.9) entrainent

Ell,] ~ ElE,] ~ SE[P].

Pour appronfondir le sujet, nous recommandons les articles de Dersho-
witz et Zaks (1980, 1981, 1990).



Chapitre 7

Arbres binaires

Dans ce chapitre, nous placons ’accent sur ’arbre binaire comme
structure de donnée, en la redéfinissant au passage et en présentant
quelques algorithmes et mesures classiques qui s’y rapportent.

La FIGURE 7.1 montre un arbre binaire en exemple. Les noeuds sont
de deux sortes : internes (o et ) ou externes (0). La caractéristique d’un
arbre binaire est que les nceuds internes sont reliés vers le bas a deux
autres noeuds, appelé enfants, alors que les nceuds externes n’ont pas
de tels liens. La racine est le nceud interne le plus haut, représenté par
un cercle et un diamétre. Les feuilles sont les nceuds internes dont les
enfants sont deux noeuds externes ; elles sont figurées par des disques (o).

Les noeuds internes sont d’habitude associés avec quelque information,
alors que les nceuds externes ne le sont pas, comme celui montré a la
FIGURE 7.3a page suivante : ceci sera la représentation par défaut dans
ce livre. Parfois, pour attirer plus d’attention sur les nceuds internes,
les noeuds externes peuvent étre omis, comme & la FIGURE 7.3b page
suivante. De plus, on pourrait alors restreindre I'information aux seules
feuilles, auquel cas l'arbre est dit feuillu, comme & la FIGURE 7.2 page
suivante. Dans une autre variante, tous les noeuds comportent quelque

FI1GURE 7.1 — Un arbre binaire

209
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2 6

FIGURE 7.2 — Un arbre feuillu

N N
3/ \9 E/ \2 3/ \9 N

5 b o %5
4 4

(a) Arbre binaire étendu (b) Arbre binaire taillé

2

FIGURE 7.3 — Deux représentations d’un arbre binaire

donnée, comme c’était le cas avec les arbres de comparaison (voir par
exemple la FIGURE 2.41 page 91, ot les noeuds externes contiennent des
permutations et les noeuds internes ont des comparaisons de clés).

Comme nous ’avons vu avec ’étude des algorithmes de tri optimaux
en moyenne, page 91, un chemin externe est un chemin de la racine
a un noeud externe et la hauteur d’un arbre est la longueur des che-
mins externes maximaux. Par exemple, la hauteur de ’arbre binaire a la
FIGURE 7.1 page précédente est 5 et il y a deux chemins externes de lon-
gueur maximale. Un chemin de la racine a un nceud interne est un chemin
interne. La longueur interne d’un arbre est la somme des longueurs de
tous ses chemins internes. Nous avons déja rencontré la longueur externe
page 111, qui est la somme des longueurs de tous les chemins externes.
(La longueur d’'un chemin est le nombre de ses arcs.)

Avertissement Certains auteurs utilisent une nomenclature différente
pour la définition des feuilles et de la hauteur. Il n’est pas rare de ren-
contrer le concept de profondeur d’un arbre, qui peut étre confondu par
erreur avec sa hauteur, la profondeur comptant le nombre de nocuds sur
un chemin maximal.

Théoréme 5. Un arbre binaire avec n nceuds internes a n + 1 noeuds
externes.

Démonstration. Soit e le nombre de noeuds externes a déterminer. Nous
pouvons compter les arcs de deux maniéres complémentaires. Du haut
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vers le bas, nous voyons que chaque nceud interne a exactement deux
enfants, donc [ = 2n, o [ est le nombre d’arcs. Du bas vers le haut, nous
voyons que chaque noeud a exactement un parent, sauf la racine, qui n’en
a pas. Par conséquent, | = (n + e¢) — 1. En identifiant les deux valeurs
de [, nous obtenons e = n + 1. O

Structure de donnée Il y a de nombreuses maniéres de représenter
un arbre binaire comme une structure de donnée. D’abord, nous pou-
vons remarquer que, tout comme une pile peut étre vide ou non, il y
a deux sortes de nceuds, internes ou externes, et 'arbre vide peut étre
identifié & un nceud externe. Donc, nous n’avons besoin que de deux
constructeurs de donnée, disons ext/0 pour les noeuds externes et int/3
pour les nceuds internes. Ce dernier a trois arguments parce que deux
enfants sont attendus, ainsi que quelque information. L’ordre de ces ar-
guments pourrait varier. Si nous voyons un nceud interne se trouver,
horizontalement, entre ses sous-arbres t1 et ty, nous pourrions préférer
Pécriture int(t1,x,t2). (Les lecteurs sémites pourraient souhaiter échan-
ger t1 et ty.) Alternativement, nous pourrions considérer qu’un noceud
interne se trouve, verticalement, avant ses sous-arbres, auquel cas nous
préférerions écrire int(z, t1,t2). Ce choix rend la dactylographie et 1’écri-
ture manuscrite de petits arbres plus aisée, en particulier pour tester
nos programmes. Par exemple, l'arbre binaire de la FIGURE 7.3a page
ci-contre correspond & int(8,¢1,int(3, ext(), ext(2,ext(),ext()))), avec le
sous-arbre t; = int(1, ext(3,ext(),int(5, ext(), ext())), ext(9, ext(), ext())).
Nous adopterons dorénavant la convention int(z,t;,t2), parfois appelée
notation préfize.

La taille d’un arbre binaire est le nombre de ses noeuds internes. C’est
la la mesure la plus fréquente des arbres quand on exprime le coiit de
fonctions. En guise de réchauffement, écrivons un programme qui calcule
la taille d’un arbre binaire :

size(ext()) — 0; size(int(x,t1,t2)) — 1 + size(ty) + size(ta).  (7.1)
Notons la similitude avec le calcul de la longueur d’une pile :
len(nil()) — 0; len(cons(z,s)) — 1+ len(s).
La différence est que deux appels récursifs sont nécessaires pour visiter
tous les noeuds d’un arbre binaire, au lieu d’'un pour une pile. Cette

topologie bidimensionnelle rend possible de nombreux types de visites,
appelés marches ou parcours.
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7.1 Parcours

Dans cette section, nous présentons les parcours classiques des arbres
binaires, qui sont distingués selon 'ordre dans lequel I'information em-
magasinée aux nceuds internes est empilée sur une pile.

Préfixe Un parcours préfire d'un arbre binaire non-vide est une pile
dans laquelle on trouve d’abord la racine (récursivement, le noeud interne
courant), suivie par les noeuds en préfixe du sous-arbre gauche et, fina-
lement, les noeuds en préfixe du sous-arbre droit. (Par abus de langage,
nous identifierons le contenu des nceuds aux nceuds eux-mémes lorsqu’il
n'y a pas d’ambiguité.) Par exemple, les nceuds en préfixe de 'arbre a la
FIGURE 7.3a page 210 sont [8,1,3,5,9,3,2]. Etant donné que cette mé-
thode visite les enfants d’un noeud avant ses fréres (deux nceuds internes
sont fréres s’ils ont le méme parent), elle est un parcours en profondeur.
Une simple fonction le réalisant est prep/1 :

preg(ext()) 2 [; preg(int(x, t1, 12)) = [x] cat(prey(t1), preg(t))]. (7:2)

Nous avons utilisé la concaténation de piles réalisée par cat/2, définie
en (1.3) page 7, pour ordonner les valeurs des sous-arbres. Nous savons
que le cott de cat/2 est linéaire en la taille de son premier argument :
C;*t = C[cat(s,t)] = p+1, ot p est la longueur de s. Soit CH' le conit de
preg(t), ot n est le nombre de noeuds internes de ¢. D’aprés la définition
de preg/1, nous déduisons

Coo=1; C =14+C" +Cp +C5,

olt p est la taille de ¢;. Donc Cp39 = Cp 0 +C,erg+ p—+2. Cette récurrence
appartient a une classe dite «diviser pour régner» parce qu’elle provient
de stratégies qui divisent la donnée (ici, de taille n 4 1), puis résolvent
séparément les parties ainsi obtenues (ici, de tailles p et n — p) et, finale-
ment, combinent les solutions des parties en une solution de la partition.
Le cott supplémentaire da & la composition des solutions partielles (ici,
p + 2) est appelé le péage (anglais, toll) et 'existence d’une forme close
pour la solution, ainsi que son comportement asymptotique, dépendent
de maniére cruciale de la sorte de péage.

Dans d’autres contextes (voir page 57) et de maniére idiosyncratique,
nous appelions cette stratégie conception & grands pas parce que nous
voulions une fagon commode de la contraster avec une autre sorte de mo-
délisation que nous avons appelée conception a petits pas. Conséquem-
ment, nous avons déja rencontré des cas de «diviser pour régner,» par
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(a) Maximum (b) Minimum

FIGURE 7.4 — Arbres extrémes pour chreo

exemple, avec le tri par interclassement au chapitre 4 page 119, qui sou-
vent symbolise le concept lui-méme.
Le cotit maximum W,freo satisfait la récurrence

WE =1, Wi =2+ orgfé‘k{wgreo +WEo + p}. (7.3)
Au lieu d’attaquer frontalement ces équations, nous pouvons deviner une
solution possible et la vérifier. Ici, nous pourrions essayer de choisir a
chaque appel récursif p = k, en suivant 'idée que maximiser le péage a
chaque nceud de I'arbre conduira peut-étre & un total qui est maximum.
Donc, nous envisageons

W™ =1; WSt = W™ +k + 3. (7.4)

En sommant les membres pour des valeurs croissantes de la variable
k=04ak=n—1 et en simplifiant, nous obtenons

1 1
greo = 5(”2 + 5n+ 2) ~ 57’?/2.

Maintenant, nous vérifions si cette forme close satisfait I’équation (7.3).
Nous avons 2(Wp' + W,Z“fg +p+2) =2p>+2(1 —n)p+n?+5n+8.
Ceci est I’équation d’une parabole dont le minimum se produit pour
p=(n—1)/2 et dont le maximum pour p = n, sur U'intervalle [0, n]. Le
maximum, dont la valeur est n? + 7n + 8, égale 2 - ng(l’, donc la forme
close satisfait I’équation de récurrence.

A quoi ressemble un arbre binaire qui maximise le cotit de preg/1?
Nous obtenons le péage k + 3 dans (7.4) parce que nous prenons le cott
maximum de cat/2 a chaque nceud, ce qui signifie que tous les nceuds
internes qui sont concaténés proviennent du sous-arbre gauche, du sous-
arbre gauche du sous-arbre gauche etc. donc ces nocuds sont concaté-
nés encore et encore en chemin vers la racine (c’est-a-dire, au retour de
chaque appel récursif), entrainant un coiit quadratique. La forme d’un
tel arbre est montrée & la FIGURE 7.4a.



214 CHAPITRE 7. ARBRES BINAIRES

A N o« . re . . P
Par dualité, le cotit minimum BZ Y satisfait la récurrence

B =1; B9 =24 min {B) + B0 1+ pl.

0 ) k41 nggk{ P k—p p}

En reprenant le raisonnement précédent, mais dans la direction opposée,
nous essayons de minimiser le péage en choisissant p = 0, ce qui signifie
que tous les noeuds externes, sauf un, sont des sous-arbres gauches. En
conséquence, nous avons

B =1; By =B, +3. (7.5)

En sommant les membres pour des valeurs croissantes de la variable de
k=04ak=n—1et en simplifiant, nous obtenons

B =3n+1~ 3n.

Il est aisé de s’assurer que ceci est en fait une solution de (7.5). La forme
de 'arbre correspondant est montrée a la FIGURE 7.4b page précédente.
Notez que les deux arbres extrémes sont isomorphes a une pile (c’est-
a-dire a 'arbre de syntaxe abstraite d’une pile) et, en tant que tels, il
sont des arbres dégénérés. Par ailleurs, le cotit maximum de preg/1 est
quadratique, ce qui nécessite une amélioration.

Nous pouvons parvenir 4 une autre conception & grands pas en n’uti-
lisant pas cat/2 et en appelant a la place flat/1, définie a la FIGURE 2.12
page 59, une seule fois a la fin. La FIGURE 7.5 montre qu’une nouvelle
version du parcours préfixe, appelée pre; /1. Le cotit de prey(t) est 2n+ 1
(voir théoréme 5 page 210). A la page 60, nous avons trouvé que le cott
de flat(s) est 1 +n+ Q4T + L, ou n est la longueur de flat(s), Q2 est le
nombre de pile vides dans s, I' est le nombre de piles non-vides et L est
la somme des longueurs des piles imbriquées. La valeur de € est n + 1
car c’est le nombre de noeuds externes. La valeur de I' est n — 1, parce
que chaque nceud interne donne lieu & une pile non-vide via la deuxiéme
régle de preg/1 et la racine est exclue car nous ne comptons que les piles
imbriquées. La valeur de L est 3(n — 1) car ces piles ont pour longueur 3,
par la méme régle. Au total, C[flat(s)] = 6n—2, ou prey(t) — s et nest la

pre; (t) — flat(prey(2)).

prey(ext()) — [J;
prey(int(z, t1,t2)) — [z, preg(t1) | pres(t2)].

FIGURE 7.5 — Parcours préfixe avec flat/1
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1

prey([t])-

[1;
preg(f);
[z | preg([t1, t2| f)]-

pres(t)

preg([])
prey([ext() [ f])
pre4([int(x, i1, tQ) | f])

\Lo, \LQ \l}b

FIGURE 7.6 — Parcours préfixe efficace avec une forét

taille de t. Finalement, nous devons tenir compte de la régle définissant
pre1/1 et évaluer a nouveau le cotit da a Uarbre vide :

Co =3 CN™ =1+ (2n+1)+(6n—2)=8n, sin>0.

Malgré une amélioration significative du cotit et 'absence de cas ex-
trémes, nous devrions tenter une conception & petits pas avant d’aban-
donner la partie. Le principe qui soutend ce type d’approche est d’en
faire le moins possible dans chaque régle. Il est clair que la racine est
correctement placée par prep/l, mais sans pre;(t1) et pres(tz2) dans le
schéma suivant, que pouvons-nous faire ?

pres(ext()) — [|;  preg(int(z,t1,t2)) =[] 1]

Il faut alors penser en termes de foréts, au lieu d’arbres isolés, parce
qu’une forét est une pile d’arbres et, en tant que telle, elle peut étre uti-
lisée aussi pour accumuler des arbres. Ceci est une technique fréquente
lorsque 'on calcule avec des arbres. Voir la FIGURE 7.6. Les arbres vides
de la forét sont ignorés par la régle . Dans la régle §, les sous-arbres
t1 et to sont maintenant simplement empilés & nouveau sur la forét f,
pour étre examinés ultérieurement. De cette maniére, il n’y a pas besoin
de calculer pre,(t1) ou pre,(t2) immédiatement. Cette méthode est légére-
ment différente de celle qui use d’un accumulateur qui contient, & chaque
instant, un résultat partiel ou un résultat partiel retourné. Ici, aucun pa-
ramétre n’est ajouté, mais, une pile remplace I’arbre originel dans lequel
on choisit des nceuds internes facilement (la racine du premier arbre)
dans l'ordre attendu. Nous donnons un exemple & la FIGURE 7.7 page
suivante, ot la forét est 'argument de preys/1 et les nceuds cerclés sont la
valeur courante de = dans la régle § de la FIGURE 7.6. Le cott de pres(t),
ou n est la taille de ¢, est facilement calculable :

— la régle « est utilisée une fois;

— la régle 8 est utilisée une fois ;

— la régle v est utilisée une fois pour chaque nceud externe, c’est-a-

dire n + 1 fois (voir le théoréme 5 page 210);
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FIGURE 7.7 — Parcours préfixe avec preg/1

— larégle § est utilisée une fois pour chaque nceud interne, donc n fois,
par définition.

Au total, Ch'*® = 2n + 3 ~ 2n, ce qui est une amélioration notable. Le
lecteur attentif pourrait remarquer que nous pourrions réduire davan-
tage le colit en ne visitant pas les nceuds externes, comme montré a la
FIGURE 7.8. Nous avons alors Cjy ° = Ch'®® — (n + 1) = n + 2. Malgré le
gain, le nouveau programme est significativement plus long et les mem-
bres droits sont des évaluations partielles de la régle §. La mesure de la
donnée que nous utilisons pour évaluer les coiits n’inclut pas le temps
abstrait pour sélectionner la régle a appliquer, mais il est probable que,
plus il y a de motifs, plus cette pénalité cachée est élevée. Dans ce livre,
nous préférons les programmes concis et donc visiter les nceuds externes,
4 moins qu’il n’y ait une raison logique de ne pas le faire.

Au total, le nombre de noeuds d’empilage créés par les régles « et ¢

pre;(t) — preg([t])-
preg([]) — [I;
preg([ext() [ f]) — preg(f);
preg([int(z, ext(), ext()) [ f]) — [z |pres(f)];
preg([int(z, ext(), t2) [ f]) — [z |preg([t2] f1)];
preg([int(z, t1,ext()) | f1) — [z|preg([t1 | fD];
preg([int(w, t1,t2) [ f]) — [z preg([t1, t2] f])]-

FI1GURE 7.8 — Longue définition d’un parcours préfixe
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est le nombre total de nceuds, soit 2n + 1, mais si nous voulons savoir
combien il peut y avoir de nceuds & un moment donné, il faut considérer
comment la forme de I'arbre originel influe sur les régles v et §. Dans
le meilleur des cas, t; dans § est ext() et sera éliminé a la réécriture
suivante par la régle ~ sans création de nocuds supplémentaires. Dans
le pire des cas, t; maximise le nombre de noeuds internes de sa branche
gauche. Par conséquent, ces deux configurations correspondent aux cas
extrémes pour le coit de prep/1 & la FIGURE 7.4 page 213. Dans le pire
des cas, tous les 2n 4+ 1 nceuds de 'arbre se trouveront dans la pile & un
moment donné, alors que, dans le meilleur des cas, seulement deux s’y
trouveront. La question de la taille moyenne de la pile sera étudiée plus
loin, en relation avec la hauteur moyenne.

La différence entre conception a grands pas (ou «diviser pour ré-
gner») et a petits pas n’est pas toujours nette et est principalement un
moyen didactique. En particulier, nous ne devrions pas supposer qu’il n’y
a que deux types possibles de modélisation pour chaque tache donnée.
Pour clarifier davantage ce sujet, utilisons une approche hétérogéne pour
concevoir une autre version, pre/1, qui calcule efficacement le parcours
préfixe d’un arbre binaire. En considérant prep/1, nous pouvons identifier
la source de l'inefficacité dans le fait que, dans le pire des cas,

preg(t) — [x1|cat([z2|cat(. .. cat([zn [cat([], [D], []) - ]}

ol t = int(xy,int(xe, ..., int(zy,ext(),ext()),...,ext()),ext()) est 'arbre
de la FIGURE 7.4a page 213. Nous avons rencontré ce genre de réécriture
partielle dans la formule (2.4) page 42 et (3.2) page 96, et nous avons
trouvé qu’elle méne a un coiit quadratique. Bien que I’emploi de cat/2 en
lui-méme n’est pas problématique, mais, plutéot, ’accumulation d’appels
a cat/2 dans le premier argument, cherchons néanmoins une définition
qui n’utilise pas du tout la concaténation. Cela signifie que nous voulons
construire le parcours préfixe exclusivement & 'aide d’empilages. Par
conséquent, nous devons ajouter un parameétre auxiliaire, égal a la pile
vide au départ, sur lequel le contenu des noeuds est empilé dans 'ordre
attendu : pre(t) — pre(t,[]). Maintenant, nous devrions nous demander
quelle est I'interprétation de cet accumulateur en considérant le motif
pre(t, s). Examinons le nceud interne ¢ = int(z,t1,%2) & la FIGURE 7.9a
page suivante. Les fléches rendent le parcours dans ’arbre plus évident
et connectent les différentes étapes de la pile en préfixe : une fléche vers
le bas pointe I'argument d’un appel récursif sur I’enfant correspondant ;
une fléche vers le haut pointe le résultat d’un appel sur le parent. Par
exemple, le sous-arbre ¢y correspond a I'appel récursif pre(ta, s) dont la
valeur est s;. De méme, nous avons pre(t1, s1) — s2, ce qui équivaut
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FI1GURE 7.9 — Parcours classiques efficaces

donc a pre(ty, pre(te, s)) — s2. Finalement, la racine est associée a I'éva-
luation pre(t, s) — [z|s2], c’est-a-dire pre(t, s) = [z |pre(t1, pre(t2, s))]. La
régle pour les noeuds externes n’est pas montrée et consiste simplement a
laisser la pile invariante. Nous pouvons finalement rédiger le programme
fonctionnel & la FIGURE 7.10. Nous comprenons a présent qu’étant donné
pre(t, s), les noeuds dans la pile s sont les nceuds qui suivent, en préfixe,
les noeuds dans le sous-arbre t. Le coiit est facilement déterminé :

Che=14+(n+1)+n=2n+2. (7.6)

(Il'y a n+ 1 noeuds externes quand il y a n nceuds internes.)

Nous devrions privilégier cette variante, plutdt que pres/1, parce
qu’elle a besoin de moins de mémoire : la régle § & la FIGURE 7.6 page 215
empile t; et to, donc alloue deux nceuds d’empilage pour chaque nceud in-
terne, faisant un total de 2n nceuds supplémentaires. Par contraste, pre/1
n’en créé aucun, mais alloue n noeuds d’appel a pre/2 (un pour chaque
nceud interne), donc I'avantage tient, méme s’il est nuancé. Notons en
passant que preg/1 est en forme terminale, mais pas pre/2.

Numeérotation préfixe La FIGURE 7.1la page suivante montre un
arbre binaire dont les nocuds internes ont été remplacés par leur rang
dans le parcours préfixe, 0 étant le plus petit rang, assigné a la racine.
En particulier, le parcours préfixe de cet arbre est [0,1,2,3,4,5,6]. Ce
type d’arbre est une numérotation préfize d’un arbre donné. Un exemple
complet est montré & la FIGURE 7.12 page ci-contre, ol les rangs pré-

pre(t) 4, pre(t,[]).

pre(ext(), s)
pre(int(x,t1,t2), s)

53

N
A [|pre(t1, pre(ta, s))].

FIGURE 7.10 — Parcours préfixe efficace (coiit et mémoire)
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FIGURE 7.11 — Numérotations classiques d’un arbre binaire taillé

fixes sont les exposants des noeuds internes. Remarquons comment ces
nombres augmentent le long de chemins descendants.

Nous produisons cette numérotation (des rangs) en deux temps :
d’abord, nous avons besoin de comprendre comment calculer le rang cor-
rect pour un nceud donné; ensuite, nous devons utiliser les rangs pour
construire un arbre. Le plan pour la premiére partie est montré a ’ceuvre
sur les nceuds internes a la FIGURE 7.13a page suivante. Un nombre a la
gauche d’un nceud est son rang, par exemple, ¢ est le range du noeud x :
ces rangs descendent dans l'arbre. Un nombre & la droite d’un nceud est
le plus petit rang qui n’est pas utilisé dans la numérotation des sous-
arbres de ce nceud : ces rangs montent et peuvent étre employés pour la
numérotation d’un autre sous-arbre. Par exemple, j est le plus petit rang
qui ne numérote pas les nceuds du sous-arbre ¢;. Les nocuds externes ne
changent pas le rang qui leur parvient et ne sont pas montrés.

La seconde et derniére étape consiste a construire I’arbre contenant la
numérotation préfixe, et elle schématisée a la FIGURE 7.13b page suivante.
Conceptuellement, il s’agit-1a de la complétion de la premiére phase en ce
sens que les fleches ascendantes, qui dénotent des valeurs des appels récur-
sifs sur des sous-arbres, maintenant pointent des paires dont la premiére
composante est le rang trouvé a la premiére phase et la seconde com-
posante est un arbre numéroté. Comme d’habitude avec les définitions
récursives, nous supposons que les appels récursifs sur les sous-structures
sont corrects (c’est-a-dire qu’ils sont réécrits en la valeur attendue) et
nous inférons la valeur de I’appel sur la totalité de la structure courante,

08
11/ \53
\
237 Nag of Vo

« % d b d b
4 %

FIGURE 7.12 — Rangs préfixes en exposant
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FIGURE 7.13 — Numérotation préfixe en deux temps

npre(0,t) — (i,t’)
npre(t) — t/
npre(i + 1,t1) — (j,t}) npre(j, ta) — (k,t5)

npre(i,int(z, t1,t2)) — (k,int(i, t],t5)) '

npre(i,ext()) — (i, ext());

FIGURE 7.14 — Numérotation préfixe

ici (k,int(i, t], t5)).

La fonction npre/1 (anglais, number in preorder) a la FIGURE 7.14
réalise cet algorithme. Nous utilisons une fonction auxiliaire npre/2 telle
que npre(i,t) — (j,t'), o t’ est la numérotation préfixe de ¢, de racine 1,
et j est le plus petit rang qui manque dans t' (en d’autres termes, j — i
est la taille de ¢ et ). Cette fonction est celle illustrée a la FIGURE 7.13b.

En passant, nous devrions peut-étre nous souvenir que les systémes
d’inférence, vus d’abord page 70, peuvent étre éliminés en introduisant
des fonctions auxiliaires (une par prémisse). Dans le cas présent, nous
écririons le programme équivalent de la FIGURE 7.15 page ci-contre.

Terminaison Il est facile de démontrer la terminaison de pre/2 car la
technique que nous avons utilisée pour établier la terminaison de la fonc-
tion de Ackermann & la page 14 est pertinente ici aussi. Nous définissons
un ordre lexicographique sur les appels a pre/2 (paires de dépendance) :

pre(t, s) = pre(t',s') &t =pt' ou (t =t et s =g ), (7.7)

ol B est 'ensemble des arbres binaires, S est ’ensemble de toutes les
piles, t =p t’ signifie que I'arbre ¢’ est un sous-arbre immédiat de ¢, et
s »g s veut dire que la pile s est la sous-pile immédiate de s (page 13).
D’aprés la définition a la FIGURE 7.10 page 218, nous voyons que la régle 6
conserve la terminaison si pre/2 termine ; la régle ¢ termine trivialement ;
finalement, la régle x réécrit un appel en des appels plus petits selon (>) :
pre(int(x,t1,t2),s) = pre(te,s) et pre(int(x,ti,t2),s) = pre(ti,u), pour
tout w, en particulier si pre(ta,s) — u. En conséquence, pre/1 termine
pour toutes les données. O
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npre(t) — snd(npre(0,t)).

snd((z,y)) — y.

npre(i, ext()) — (i, ext());
npre(i,int(x, t1,t2)) — t1(npre(i + 1,¢1),14, t2).

t1(<j7 7f/1>7 Z.a t2) — tQ(npre(ja t2)a 7;3 tll)

to((k, th),4,t)) — (k,int(i, t],t5)).

FIGURE 7.15 — Version de npre/1 sans systéme d’inférence

Equivalence Pour voir comment I'induction structurelle peut étre uti-
lisée pour prouver des propriétés portant sur des arbres binaires, nous
considérerons une proposition simple que nous avons énoncée tantot, et
que nous exprimons ici comme Pre(t): prey(t) = pre(t). Nous devons donc
établir

— la base Pre(ext());

— le pas inductif Vt1.Pre(t1) = Vto.Pre(te) = Va.Pre(int(x, t1,t2)).
La base est aisée car preg(ext()) = [] <= pre(ext(),[]) & pre(ext()). Voir
la définition de preg/1 a I'équation (7.2) page 212, et celle de cat/2 :

cat([],t) > t; cat([z|s],t) 5, [x]|cat(s,t)].

Dans le but de découvrir comment utiliser les deux hypothéses d’induc-
tion Pre(t1) et Pre(ty), commengons avec un coté de 1’équivalence que
nous souhaitons établir, par exemple le membre gauche, et réécrivons-
le jusqu’a ce que nous atteignions l'autre membre ou bien nous soyons
arrétés. Posons t := int(x, t1,t2), alors

preg(t) = preg(int(z, t1,t2))
| cat(preg(t1), preg(t2))]
(pre(t1), preg(t2))] (Pre(t1))
(pre(t1), pre(t2))] (Pre(t2))
ICatEPreEtla [1), pre(t2))]

i1, H)a pre(t2> H))]

A T’arrét, nous réécrivons gdors le membre opposé, le plus loin possible :
pre(t) = pre(int(z, t1,t2)) = pre(int(z, t1,t2),[]) = [x]pre(ts, pre(ta, []))].
La comparaison des deux expressions sur lesquelles nous nous sommes
arrétés suggére un sous-but a atteindre.

[
[
[
[
[

=l=i 1 Jel
aaiaa
(@]
=4
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Soit CatPre(t, s): cat(pre(t,[]),s) = pre(t, s). Quand un prédicat dé-
pend de deux paramétres, différentes possibilités s’ouvrent & nous : soit
nous usons d'un ordre lexicographique, soit une simple induction sur
I’'une seulement des variables suffit. Il est généralement préférable d’uti-
liser un ordre lexicographique sur les paires de paramétres et, si nous
nous rendons compte plus tard qu'une seule composante est réellement
nécessaire, nous pouvons toujours réécrire la preuve avec une induction
portant sur cette unique composante. Définissons

(t,8) =Bxs (t',s') ot =pt ou(t =1t et s>=g5).

Conceptuellement, il s’agit du méme ordre que celui sur les appels a
pre/1 dans la définition (7.7). Si nous réalisons plus tard que des relations
de sous-termes immeédiats sont trop restrictives, nous choisirions ici des
relations de sous-termes générales, ce qui signifie, dans le cas des arbres
binaires, qu'un arbre est un sous-arbre d’un autre. L’élément minimum
de Tordre lexicographique que nous venons de définir est (ext(),[]). Le
principe d’induction bien fondée requiert alors que nous établissions

— la base CatPre(ext(),[]);

— Vt,s.(Vt', s .(t,s) =pxs (t',s") = CatPre(t/, s )) = CatPre( ,S).
La base est aisée : cat(pre(ext(),[]),[]) = cat([],[]) = [] < pre(ext(),[]).
Nous supposons alors Vt',s'.(t,s) =pxs (t',s') = CatPre(t',s'), ce qui
est ’hypothése d’induction, et nous poursuivons en réécrivant le membre
gauche aprés avoir posé t := int(z,t,t2) :

cat(pre(t, []), s) = cat(pre(int(z, t1,t2),[]), s)
— cat([x | pre(t1, pre(te, []))], s)
= [z |cat(pre(t1, pre(tz, [])), s)]
=0 [ s)]
=1 [z|cat(pre(t1, []), cat(pre(t2, []), 5))]
=y [z |cat(pre(t1,[]), pre(ta, s))]
=3 [z|pre(t1, pre (t27 s))]
pre(lnt(x7 1,t2),8)
= pre(t, s). O

(
(

7| cat(catgpre(tl, (1), pre(ta,[])),
(

ou

— (=o) est l'instance CatPre(t, pre(ta, [])) de I'hypothése d’induction
car (t,8) »=pxs (t1,s), pour toutes les piles s', en particulier si
pre(ta, []) - &';

— (=1) est une application de 'associativité de la concaténation de
piles (page 13), a savoir CatAssoc(pre(ti,[]), pre(tz,[]),s);

— (=2) est I'instance CatPre(t2, s) de I'hypothése d’induction car nous
avons (t,s) =pxs (t2,s);
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— (=3) est I'instance CatPre(t1, pre(t2, s)) de 'hypothése d’induction
car (t,s) =pxs (t1,s'), pour toutes les piles ', en particulier si
s’ = pre(ta, s).
Nous pouvons maintenant conclure :

preg(t) = preg(int(x, t1,t2))
— [z ] cat(prey(t1), preg(t2))]
= [z|cat(pre(t1), preg(t2))] (Pre(t1))
= [z|cat(pre(t1), pre(t2))] (Pre(tz))
% o] cat(pre(t. []). pre(t2))]
— [z|cat(pre(t1, []), pre(t2, []))]
= [z|pre(ty, pre(te, []))] (CatPre(ty, pre(ta, [])))
% pre(mt(x,tl,tg), [
+ pre(int(z, t1,t2))
= pre(t). O

Aplatissement revu A la section 2.4 page 56, nous avons défini deux
fonctions pour aplatir des piles (voir FIGURE 2.8 & la page 57 et la FI-
GURE 2.12 a la page 59). Avec le parcours préfixe en téte, nous pourrions
voir qu’aplatir une pile équivaut & parcourir en préfixe un arbre feuillu
(voir FIGURE 7.2 page 210 pour un exemple), en laissant de coté les
piles vides. L’essentiel est de voir une pile, contenant peut-étre d’autres
piles arbitrairement imbriquées, comme étant un arbre binaire feuillu;
un exemple est montré a la FIGURE 7.16, ou les nocuds internes (|) sont
des nceuds d’empilage.

La premiére étape consiste & définir inductivement l’ensemble des
arbres binaires feuillus comme le plus petit ensemble L engendré par
Papplication déductive (descendante) du systéme d’inférence suivant :

t1 € L to € L
fork(tl,tg) €L )

leaf(z) € L

En d’autres termes, une feuille contenant la donnée x est notée leaf(x)
et les autres nceuds internes sont des fourches (anglais, fork), écrites

/\

/ \ 2/\
/\ / \ /l\
6 | 7 [0 0 [

/N
2 [

FIGURE 7.16 — Piles imbriquées vues comme un arbre feuillu
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Ipre(t) — lpre(¢,[]).

lpre(leaf(x), s) — [x|s];
lpre(fork(ty,t2), s) — Ipre(ty, Ipre(ta, s)).

FIGURE 7.17 — Parcours préfixe sur des arbres binaires feuillus

fork(t1,t2), ou t; et ta sont des arbres binaires feuillus aussi. La seconde
étape requiert la modification de pre/1, définie & la FIGURE 7.10 page 218,
de telle sorte qu’elle traite des arbres binaires feuillus. La nouvelle fonc-
tion, lpre/1, est montrée a la FIGURE 7.17. L’étape finale est la traduction
de Ipre/1 et lpre/2 en flaty/1 et flaty/2, respectivement, a la FIGURE 7.18.
Le point crucial est que fork(t1,t2) devient [t; | t2], et leaf(x), lorsque
x n’est pas une pile vide, devient x au dernier motif. Le cas leaf([])
devient [| au premier motif.

Nous avons trouvé que le cotit de pre/1 est Ch© = 2n + 2 a I'équa-
tion (7.6) page 218, ot n est le nombre de nceuds internes. Ici, n est la
longueur de flaty(t), & savoir, le nombre de feuilles dans ’arbre feuillu qui
ne sont pas des piles. Avec cette définition, le nombre de nceuds d’em-
pilage est n + Q 4+ I, ot 2 est le nombre de piles vides imbriquées et
I' est le nombre de piles imbriquées non-vides, donc S : =14+ Q + 1T  est
le nombre total de piles. Par conséquent, Cﬂat? =2(n+95). Par exemple,

flata (1, (], 2, 3]], [[4]], 5]) = [1,2,3,4,5],

car n = 5 et S = 6. (Ce dernier est le nombre de crochets ouvrants.)
Quand S = 1, la pile est plate et Ci'® = C2%2_ sinon CP'® < Cflat2,

Infixe Le parcours infize d’'un arbre binaire non-vide est une pile dans
laquelle on trouve d’abord les noeuds du sous-arbre gauche en parcours
infixe, suivis par la racine et enfin les nceuds du sous-arbre droit, en

flata(t) — flata (2, []).

flata([], s) — s;
flata([t1]t2], s) — flata(ty, flate(t2, 5));
flata(z, s) — [z]s].

FIGURE 7.18 — Aplatir comme lpre/1
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in(ext(),s) = s;
in(int(z, t1,t2),5) 2 in(ty, [z ]in(ta, 5)]).

FIGURE 7.19 — Parcours infixe

parcours infixe aussi. Par exemple, le parcours infixe de 'arbre & la FI-
GURE 7.3a page 210 est [3,5,1,9,8,3,2]. Il s’agit clairement d’un par-
cours en profondeur, comme le parcours préfixe, parce que les enfants
sont visités avant les fréres. Donc, en capitalisant sur pre/1 a la FI-
GURE 7.10 page 218, nous comprenons que nous devrions structurer notre
programme de telle sorte qu’il suive la stratégie montrée a la FIGURE 7.9b
page 218, ou la seule différence avec la FIGURE 7.9a est le moment ot
la racine x est empilée sur 'accumulateur : entre les parcours infixes
des sous-arbres t; et to. Les réécritures implicites dans la figure sont
in(te,s) — s1, in(ty, [x | s1]) = s2 et in(t,s) — s9, o t = int(z,ty,ta).
En éliminant les variables intermédiaires s1 et s, nous obtenons I’'équi-
valence in(t1, [z | in(te, s)]) = in(t,s). Le cas des noeuds externes est le
méme qu’avec un parcours préfixe. Ce raisonnement aboutit donc a la
fonction définie a la FIGURE 7.19, dont le coiit est le méme que celui d’'un
parcours préfixe : C" = Ch'® = 2n + 2.

La FIGURE 7.11c page 219 est un exemple d’arbre binaire qui est
le résultat d’'une numérotation infize. Le parcours infixe de cet arbre
est [0,1,2,3,4,5,6]. Les numérotations infixes possédent une propriété
intéressante : étant donné n’importe quel nceud interne, tous les noeuds
dans son sous-arbre gauche ont des rangs inférieurs, et tous les nceuds
dans son sous-arbre droit ont des rangs supérieurs. Soit nin/1 la fonction
qui calcule la numérotation infixe d’'un arbre donnée a la FIGURE 7.20,
ol j, a la racine, est le plus petit rang supérieur a tout rang dans ¢;.

nin(0,t) — (i, t')
nin(t) — ¢’
nin(i, t1) — (j, t}) nin(j + 1,t2) — (k,t5)
nin(i,int(x, t1,t2)) — (k,int(j,t],t5))

nin(z, ext()) — (i, ext());

FIGURE 7.20 — Numérotation infixe
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Aplatissement revu La conception de flat/1 a la FIGURE 2.12 page 59
peut suggérer une nouvelle approche du parcours infixe. En composant
des rotations a droite, vues aux FIGURES 2.11b & 2.11c page 59 (l'inverse
est, bien entendu, une rotation & gauche), le noeud a visiter en premier en
infixe peut étre amené & devenir la racine d’un arbre dont le sous-arbre
gauche est vide. Récursivement, le sous-arbre droit est traité, d’'une fagon
descendante. Cet algorithme est correct parce les parcours infizes sont
mwvariants par rotation, ce qui est symboliquement exprimé comme suit.

ROt(.%’, Y,t1, 2, t3): in(int(yv int(x, t1, t2)> t3)) = in(int(xa l1, int(y7 lo, t3)))

A la FIGURE 7.21, nous montrons comment un arbre binaire devient un
arbre dégénéré penchant & droite, isomorphe & une pile, en répétant des
rotations & droite, de maniére descendante. Par dualité, nous pourrions
composer des rotations & gauche et obtenir un arbre dégénéré, penchant a
gauche, dont le parcours infixe est aussi égal au parcours infixe de ’arbre
originel. La fonction inj /1 basée sur des rotations a droite est montrée a
la FIGURE 7.22 page suivante. Remarquons comment, a la régle ~, nous
empilons la racine y dans le résultat dés que nous le pouvons, ce qui ne
serait pas possible si nous avions utilisé des rotations & gauche, et donc
nous ne construisons pas tout ’arbre pivoté, comme & la FIGURE 7.21.
Le cotit C" dépend de la topologie de I’arbre donné. Premiérement,
notons que la régle o n’est employée qu’une fois, sur le nceud externe le
plus & droite. Deuxiémement, si 'arbre & traverser est déja dégénéré et
penche a droite, la régle 3 est inutilisée et la régle v est appliquée n fois.
Il est clair que cela est le meilleur des cas et Bi,;” =n+1. Troisiemement,
nous devrions remarquer qu’une rotation & droite rallonge d’un nceud
exactement la branche la plus a droite, c’est-a-dire la suite de noceuds
commengant avec la racine et atteints en suivant des arcs a droite (par
exemple, dans ’arbre initial a la FIGURE 7.21, la branche la plus & droite
est [e, g, h]). Par conséquent, si nous voulons maximiser 1'usage de la
régle [, nous avons besoin d’'un arbre dont le sous-arbre droit est vide,

e — a — a — a ete.
7\ \ \ \
a g e C b
\ VRN 7\ \
f g b e c
/N /N\ AR /'\ \
d g e
VRN /' \
f h d g
f h

FIGURE 7.21 — Rotations a droite descendantes
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iny (ext()) % [];
iny (int(y, int(z, t1,t2), t3)) = iny(int(x, t1, int(y, t2,t3)));
iny (int(y, ext(), 3)) = [y|in1(t3)].

FIGURE 7.22 — Parcours infixe par rotations a droite

donc le sous-arbre gauche contient n— 1 noeuds (la racine appartient, par
définition & la branche la plus a droite) : ceci entraine W' = (n — 1) +
(n+1) =2n.

Exercice Prouvez Vz,y,t1,to,t3.Rot(x,y,t1,t2,t3).

Réflexion Définissons une fonction mir/1 (anglais, mirror) telle que
mir(t) est I'arbre symétrique a l’arbre binaire ¢, par rapport a une ligne
extérieure verticale. Un exemple est montré a la FIGURE 7.23. Nous pou-
vons définir cette fonction facilement :

mir(ext()) & ext(); mir(int(x,t1,t2)) = int(z, mir(ts), mir(ty)).
D’aprés 'exemple précédent, il est assez simple de postuler la propriété
InMir(t) : in(mir(t)) = rev(in(t)),

ou rev/1 retourne la pile en argument (voir définition (2.2) page 40).
Cette propriété est utile parce que le membre gauche de I'équivalence
est plus cotiteux que le membre droit : C[in(mir(t))] = CTr 4+ C" =
(2n+1)+ (2n+2) = 4n+ 3, & comparer avec C[[rev(in(t))] = CI" +Cre" =
(2n+2)+ (n+2)=3n+4.

L’induction sur la structure des sous-arbres immédiats exige que nous
établissions

— la base InMir(ext()) ;

— le pas Vt1.InMir(t1) = Vita.InMir(t2) = Vz.InMir(int(z, t1,t2)).

8 8
N, Y
N N TN

\ /
5 5

(a) t (b) mir(t)

FIGURE 7.23 — Réfléchissement d’un arbre binaire
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La base : in(mir(ext())) < in(ext()) < in(ext(), []) = [] < reat([],[]) <
rev([]) < rev(in(ext(),[])) & rev(in(ext())). Supposons ensuite InMir(¢;)
et InMir(t2), puis posons ¢ := int(z,t1,t2), pour tout x. Nous réécrivons
le membre gauche de I’équivalence & prouver jusqu’a atteindre le membre
droit ou bien étre bloqué :

in(mir(t)) = in(mir(int(z, 1,12)))

—> in(int(x, mir(t2), mir(t1)))
LN in(int(z, mir(t2), mir(t1)), [])
=p in(mir(tz), [z [in(mir(t1), [])])
& in(mir(t2), [z |in(mir(t1))])
|n(m|r(t2), [z|rev(in(t1))]) (InMir(¢1))
= in(mir(tz), [z [rev(in(t1, []))])
e in(mir(t2), [z[rcat(in(t1, []), [])])

Nous ne pouvons pas utiliser ’hypothése d’induction InMir(¢2) pour nous
débarrasser de mir(t2). Un examen attentif des termes suggéere d’affaiblir
la propriété et de surcharger InMir avec une nouvelle définition :

InMir(t, s): in(mir(t), s) = rcat(in(t,[]), s).
Nous avons InMir(¢,[]) < InMir(¢). Maintenant, nous pouvons réécrire

in(mir(t), ) in(mir(int(z,t1,t2)), s)
— in(int(x, mir(ta), mir(t1)), s)
=, in(mir(t2), [z ]in(mir(t1), s)])
= in(mir(t2), [z]|rcat(in(t1,[]), s)]) (InMir(ty1,s))
= rcat(in(to, []), [ |rcat(in(t1,[]), s)])
& reat([z |in(tz, [])], reat(in(ty, []), 5)),

ou (=¢) est InMir(ta, [z |rcat(in(t1,[]), s)]). Le membre droit maintenant :
rcat(in(t, []), s) =rcat(in(int(z, t1, t2), []), 8) 2 rcat(in(ty, [z |in(ta, [])]), 5).

Les deux expressions sur lesquelles nous butons partagent le sous-terme
[z | in(t2,[])]. La principale différence est que la premiére expression
contient deux appels a rcat/2, au lieu d’un dans la deuxiéme. Pouvons-
nous trouver un moyen pour n’avoir qu’'un seul appel dans la premiére
aussi? Nous cherchons une expression équivalente a rcat(s, rcat(¢, u)),
dont la forme est rcat(v,w), ot v et w ne contiennent aucun appel a
rcat/2. Quelques exemple suggérent rapidement

Rcat(s, t,u): rcat(s, rcat(t,u)) = rcat(cat(t, s), u).

Nous n’avons en fait pas besoin du principe d’induction pour prouver ce
théoréme si nous nous souvenons de ce que nous avons déja établi :
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— CatRev(s, t): cat(revg(t), revo(s)) = revp(cat(s,t));

EqRev(s): revg(s) = rev(s);

CatAssoc(s, t,u): cat(s,cat(t,u)) = cat(cat(s,t),u);
— RevCat(s,t): rcat(s,t) = cat(rev(s), t).

Alors, nous avons les équivalences suivantes :

(RevCat(t, u))

) (EqRev(1)
),u)) (RevCat(s,cat(revo(t),u)))
1), 1) (EqRev(s)
w)

)

)

rcat(s, rcat(t, u)) = rcat(s, cat(rev(t), u))
= rcat(s, cat(revo(t), u)
= cat(rev(s), cat(revo(t
= cat(revg(s), cat(revop(

= cat(cat(revo(s), revo(t)), u) (CatAssoc(rev(s), rev(t),

= cat(revg(cat(t, s)),u)

( )
t

(CatRev(s,t
= cat(rev(cat(t, s)), u (EqRev(cat(t, s)
= rcat(cat(t, s), u) (RevCat(cat(t, s), u))

Reprenons la réécriture de la premiére expression qui nous a arrété :

in(mir(t), s) =o rcat([z|in(t2, [])], rcat(in(t1,[]), s))
= rcat(cat(in(t1, []), [z |in(t2, [])]), 5),

oll (=) est un raccourci pour la dérivation précédente et (=) est I'ins-
tance Rcat([z]in(t2,[])],in(t1,[]),s). Une comparaison des expressions
problématiques révéle que nous devons prouver cat(in(t, []), s) = in(t, s).
Cette équivalence est similaire & CatPre(t,s). En supposant qu’elle est
vraie aussi, nous avons fini. ]

Exercices
1. Prouvez le lemme manquant CatIn(t, s): cat(in(¢,[]),s) = in(t, s).

2. Définissez une fonction qui construit un arbre binaire a partir de
ses parcours préfixe et infixe, en supposant que ses noeuds internes
sont distincts. Assurez-vous que le cotlit est une fonction linéaire
du nombre de nceuds internes. Comparez votre solution avec celle
de Mu et Bird (2003).

Postfixe Un parcours postfize d’un arbre binaire non-vide est une pile
avec, d’abord, les nceuds du sous-arbre droit, en parcours postfixe, suivis
par les nceuds du sous-arbre gauche, en parcours postfixe, et finalement
la racine. Par exemple, le parcours postfixe de 'arbre a la FIGURE 7.3a
page 210 est [5,3,9,1,2,3,8]. A I’évidence, il s’agit la d’un parcours en
profondeur, comme un parcours préfixe, mais, contrairement a ce dernier,
la racine est placée au fond de la pile. Cette approche est résumée pour
les neeuds internes a la FIGURE 7.9¢c page 218. La différence avec pre/1 et
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post(t) 2 post(t, []).

)

post(ext(),s) & s
25 post(t1, post(ta, [x]5])).

post(int(x, t1,t2), s)

FIGURE 7.24 — Parcours postfixe

npost(0,t) —» (i,t')

npost(t) — t/ npost(i, ext()) — (i, ext());

npost(i,t1) — (j,t}) npost(j,ta) — (k,t5)
npost (4, int(x, t1,t2)) — (k+ 1,int(k,t],t}))

FIGURE 7.25 — Numérotation postfixe

in/1 réside dans le moment ou la racine est empilée sur 'accumulateur.
La définition de la fonction est donnée a la FIGURE 7.24. La signification
de la pile s dans l'appel post(t, s) est le méme que dans pre(t, s), modulo
Iordre : s contient, en postfixe, les nceuds qui suivent, en postfixe, les
noeuds du sous-arbre t. Le colit est familier aussi :

CPot = = CP'® = 2n + 2.

Un exemple de numérotation postfize est montré & la FIGURE 7.11b
page 219, donc le parcours postfixe de cet arbre est [0,1,2,3,4,5,6]. Re-
marquons que les rangs augmentent le long de chemins ascendants. La
FIGURE 7.25 montre le programme pour numéroter un arbre binaire en
postfixe. La racine est numérotée avec le nombre venant du sous-arbre
droit, suivant en cela I'organisation d’un parcours postfixe.

~—

Une preuve Soit PreMir(t): pre(mir(t)) = rev(post(t)). L’expérience
acquise en prouvant InMir(t) nous suggere d’affaiblir (généraliser) la
propriété : PreMir(t,s): pre(mir(t),s) = rcat(post(t,[]),s). Clairement,
PreMir(t, []) < PreMir(¢). Définissons alors

—~

(t,8) =Bxs (t',s') ot -pt ou(t =1t et s>g5).

Il s’agit 1a essentiellement du méme ordre que celui sur les appels a
pre/1, a la définition (7.7) page 220. L’élément minimum pour cet ordre
lexicographique est (ext(),[]). L’induction bien fondée alors requiert la
preuve de
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— la base PreMir(ext(),[]);

— Vt,s.(Vt', &' .(t,s) =Bxs (t',s") = PreMir(t', s")) = PreMir(t, s).
Pour la base : pre(mir(ext()),[]) = pre(ext(),[]) = [] & rcat([],[]) &
rcat(post(ext(),[]),[]). Posons t := int(x,t1,t2). Nous avons les réécri-
tures du membre gauche suivantes :

pre(mir(t), s) = pre(mir(int(x,t1,t2)), s)

— pre(int(z, mir(t2), mir(t1)), s)
= [z | pre(mir(ta), pre(mir(t1), s))]

=o [x|pre(mir(ta), rcat(post(t1, []

[x | rcat(post(ta, []), rcat(post(
=9 [z |rcat(cat(post(t1, []), post(ta,

& rcat(]], [z | rcat(cat(post(ty, []),
&, rcat([z], rcat(cat(post(q, []), post(ta
=3 rcat(cat(cat(post(t1, []), post(te, []
=4 rcat(cat(post(t1, []), cat(post(tz, []
=5 rcat(cat(post(t1,[]), post(ts, [z])),
(
(
(

—_

=g rcat(post(ty, post(ta, [z])), s)
& reat(post(int(z, t1,t2),[]), 5)
= rcat(post(t,[]), s). O
ou
0) est PreMir(¢;, s), une instance de ’hypothése d’induction ;
1) est PreMir(tg, rcat(post(t1,[]), s)), de 'hypothése d’induction ;
9) est Recat(post(ta, []), post(ti,[]), s);
3) est Rcat([z], cat(post(t1, []), post(te, [])), s);
4) est CatAssoc(post(ty, []), post(te, []), [x]) ;
5) est CatPost(t2, [z]) si CatPost(t, s): cat(post(t), s) = post(t, s);
=¢) est CatPost(y, post(ta, [z])).
atPost(t, s) = PreMir(t, s) = pre(mir(t)) = rev(post(t)). O

AAA/_\,_\/_\A

Alors

Q)

Dualité Le théoréme dual PostMir(t): post(mir(t)) = rev(pre(t)) peut
étre démontré d’au moins deux facons : soit nous concevons une nouvelle
preuve dans l'esprit de PreMir(¢), soit nous utilisons le fait que le théo-
réme est une équivalence et nous produisons alors une suite de théorémes
équivalents, dont le dernier est simple & établir. Choisissons cette seconde
méthode et commengons par considérer PreMir(mir(t¢)), puis continuons
en recherchant des expressions équivalentes aux deux membres, jusqu’a
atteindre PostMir(t) :

pre(mir(mir(t))) = rev(post(mir(t))) (PreMir(mir(t)))

pre(t) = re (post(mlr(t))) (InvMir(t))
rev(pre(t)) = rev(rev(post(mir(t))))

rev(pre(t)) = post(mir(t)) (InvRev(post(mir(t)))),
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ot InvMir(¢): mir(mir(t)) =t et InvRev(s) :< Inv(s) A EqRev(s). O

Exercices
1. Prouvez le lemme CatPost(¢, s): cat(post(t,[]), s) = post(t, s).

2. Utilisez revp/1 au lieu de rev/1 dans InMir(t) et PreMir(t). Les
preuves sont-elles plus aisées ?

3. Prouvez le lemme manquant InvMir(¢): mir(mir(¢)) = ¢.

4. Pouvez-vous reconstruire un arbre binaire d’aprés ses parcours in-
fixe et postfixe, en supposant que ses nceuds internes sont tous
distincts 7

Parcours des niveaux Le niveau [ d’'un arbre est une sous-suite de
son parcours préfixe telle que tous les nceuds ont pour longueur interne .
En particulier, la racine est le seul noeud au niveau 0. Dans l'arbre de
la FIGURE 7.3a page 210, [3,9,2] est le niveau 2. Pour comprendre la
contrainte du parcours préfixe, nous devons considérer la numérotation
préfixe de I'arbre, montrée & la FIGURE 7.12 page 219, ou les rangs sont
les exposants a gauche des contenus. De cette maniére, il n’y a plus d’am-
biguité lorsque nous faisons référence a des noeuds. Par exemple, [3,9, 2]
est en fait ambigu parce qu’il existe deux nceuds dont l'information as-
sociée est 3. Nous voulions dire que [23,49, 62] est le niveau 2 car tous
ces noeuds ont une longueur de chemin interne égale a 2 et possédent des
rangs préfixes croissants (2,4, 6).

Un parcours des niveaux consiste en une pile contenant les nceuds de
tous les niveaux par longueurs de chemins croissantes. Ainsi, le parcours
par niveaux de l'arbre & la FIGURE 7.3a page 210 est [8,1,3,3,9,2,5].
Parce que cette méthode visite les fréres d’un noeuds avant ses enfants,
elle est un parcours en largeur.

A la FIGURE 7.11d page 219 est montrée une numérotation par ni-
veaux de 'arbre & la FIGURE 7.12 page 219, souvent appelée numérotation
en largeur. (Attention lors de la recherche du terme correct en anglais, qui
est breadth numbering, car il est souvent mal écrit, par exemple «bread
numbering» et «breath numbering.») Notons que les rangs augmentent
le long de chemin descendants, comme dans une numérotation préfixe.

Il se peut que nous comprenions maintenant que la notion de niveau
d’un arbre n’est pas intuitive. La raison en est simple : les nceuds d’un
niveau ne sont pas fréres, sauf au niveau 1, donc, en général, nous ne pou-
vons nous attendre & construire le niveau d’un arbre int(z, ¢1,t2) a aide
uniquement des niveaux de t; et to, c’est-d-dire, avec une conception a
grands pas. En conséquence, une conception a petits pas est nécessaire,
en contraste avec, par exemple, size/1 dans (7.1) page 211.
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def(f) — (r, f')
bfy (f) — cat(r, bf1(f))

bfo(t) — bfi([t]). bfi([]) — [J;

FIGURE 7.26 — Parcours par niveaux avec bfy/1

def([]) = ([],[1);  def([ext()[f]) — def(f);
def(f) — (r, f")
def(fint(z, t1,t2) | f]) = ([ |r], [t 2| f'])

FIGURE 7.27 — Coupe

Soit bfg/1 (anglais, breadth-first) la fonction telle que bfy(t) calcule
la pile de noeuds de ¢ par niveaux. Elle est partiellement définie & la FI-
GURE 7.26. Si nous imaginons que nous coupons la racine d’un arbre bi-
naire, nous obtenons ses deux sous-arbres immeédiats. Si nous coupons la
racine de ces arbres, nous obtenons encore des sous-arbres. Ceci suggére
que nous devrions travailler avec des foréts au lieu d’arbres isolément.

La fonction de coupe est def/1 (anglais, deforest), définie a la FI-
GURE 7.27, telle que def(f), ou f représente une forét, calcule une paire
(ry f"), ou r est les racines en préfixe des arbres dans f, et f’ est la
forét immédiate de f. Remarquons qu’a la FIGURE 7.27, la régle d’infé-
rence augmente le niveau partiel r avec la racine z, et que to est empilé
avant t1 sur le reste de la forét immédiate f, qui sera traitée plus tard
par bfp/1. Au lieu de construire la pile des niveaux [[8], [1, 3], [3,9, 2], [5]],
nous aplatissons pas a pas simplement en appelant cat/2 a la régle u. Si
nous voulons réellement les niveaux, nous écririons [r|bfi(f’)] au lieu de
cat(r, bf1(f')), ce qui, d’ailleurs, réduit le cont.

Le concept sous-jacent ici est celui de parcours d’une forét. Sauf en
infixe, tous les parcours dont nous avons discuté se généralisent naturel-
lement aux foréts binaires : le parcours préfixe d’une forét est le parcours
préfixe du premier arbre, suivi du parcours préfixe du reste de la forét.
La méme logique est pertinente pour les parcours en postfixe et par ni-
veaux. Cette uniformité provient du fait que tous ces parcours vont vers
la droite, & savoir, un enfant & gauche est visité avant son frére. La notion
de hauteur d’un arbre se généralise a une forét tout aussi bien : la hau-
teur d’une forét est la hauteur maximum de ses arbres. La raison pour
laquelle cela est simple est que la hauteur est un concept qui repose sur
une vue purement verticale des arbres, donc indépendent de I'ordre des
sous-arbres.
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Pour évaluer le cotit sz% de 'appel bfy(t), ot n est la taille de 'arbre
binaire ¢t et h est sa hautéur, il est commode de travailler avec les ni-
veaux €tendus. Un niveau étendu est un niveau ol les nceuds externes
sont inclus (ils ne sont pas explicitement numérotés en préfixe parce que
les noeuds externes sont indistincts). Par exemple, le niveau étendu 2
de I’arbre & la FIGURE 7.12 page 219 est [?3,49,[0,62]. S’il est néces-
saire parfois de souligner la différence, nous pouvons appeler les niveaux
habituels niveauz taillés, ce qui est cohérent avec la terminologie de la
FIGURE 7.3 page 210. Remarquons qu’il y a toujours un niveau étendu
de plus que de niveaux taillés, constitué entiérement de nocuds externes.
(Nous évitons d’écrire que ces nceuds sont les plus hauts, parce que le
probléme avec le terme «hauteur» est qu’il n’a de sens que si les arbres
sont figurés avec leur racine au bas de la page. C’est peut-étre pour cela
que certains auteurs préférent le concept, plus clair, de profondeur, en
usage en théorie des graphes. Pour un compendium sur les différentes
facons de dessiner des arbres, voir Knuth (1997) & la section 2.3.) En
d’autres termes, [, = 0, ol [; est le nombre de nceuds internes au niveau
étendu i.

— La régle ¢ est utilisée une fois ;

— la régle x est appliquée une fois;

— les regles A et i sont employées une fois pour chaque niveau étendu

de Parbre initial ; ceux-ci totalisent 2(h + 1) appels;

— le cott de cat(r, locy (f’)) est la longueur du niveau r, plus un, donc

le cotit cumulé de la concaténation est Z?:o Ci*=n+h+1;

— la régle € est utilisée une fois par niveau étendu, soit h + 1 fois;

— la régle ¢ est appliquée une fois pour chaque nceud externe, donc

n + 1 fois;
— les régles 1 et 0 sont utilisées une fois pour chaque noeud interne,
c’est-a-dire 2n fois.
En somme, nous obtenons

Co = dn +4h + 7.

Par définition, le cotit minimum est B2 = min, Cz’f%. La hauteur est
minimum quand l'arbre binaire est parfait, c’est-a-dire que tous ses ni-
veaux sont pleins (voir FIGURE 2.43 page 92). Dans ce cas, [; = 2!, pour
0 <i< h—1, et, par extension, il y a 2" nceuds externes. Le théoréme 5
donne I'équation n + 1 = 2", d’ott h = Ig(n + 1), et enfin nous avons
Bbfo = 4n + 41g(n +1) + 7 ~ 4n.

Le coflit maximum est obtenu en maximisant la hauteur, tout en
conservant la taille constante. Ceci se produit pour les arbre dégénérés,
comme ceux montrés & la FIGURE 7.4 page 213 et & la FIGURE 7.28 page
suivante. Ici, h = n et le cott est WEfo = 8n 47 ~ 8n.



7.1. PARCOURS 235

Ce résultat est a contraster avec les programmes que
nous avons écrits tantét pour les parcours préfixe, infixe
et postfixe, dont le coiit était 2n + 2. Il est possible de
réduire le colit du parcours des niveaux en employant
un modeéle différent, basé sur pres/1 a la FIGURE 7.6
page 215. La différence est qu’au lieu d’utiliser une pile
pour conserver les sous-arbres & traverser ultérieurement, FIGURE 7.28
nous employons une file, une structure de données linéaire que nous avons
présentée a la section 2.5. Considérons & la FIGURE 7.29 'algorithme a
I'ccuvre sur le méme exemple qu’a la FIGURE 7.7 page 216. Gardons a
Iesprit que les arbres sont défilés du coté droit de la forét et enfilés a
gauche. (Certains auteurs préférent l’autre sens.) La racine du prochain
arbre a défiler est encerclée.

En vue d’'une comparaison avec pre4/1 a la FIGURE 7.6 page 215, nous
écrirons x<q au lieu de enq(z, q), et ¢>x au lieu de (g, x). La file vide est
notée ©. Crucialement, nous permettrons a ces expressions d’apparaitre
dans les motifs des régles définissant bfa/1, qui effectue un parcours des
niveaux a la FIGURE 7.30. La différence en termes de structure de donnée
(accumulateur) a déja été mentionnée : pres/1 emploie une pile et bfy/1
une file, mais, en ce qui concerne les algorithmes, ceux-ci ne différent que
dans 'ordre relatif dans lequel ¢1 et to sont ajoutés & I'accumulateur.

A la section 2.5, nous avons vu comment mettre en ceuvre une file
q(r, f) avec deux piles r et f : la pile arriére r, ou les éléments sont
empilés (logiquement enfilés), et la pile frontale f, de laquelle les éléments
sont dépilés (logiquement défilés). Aussi, nous avons défini 'enfilage par
enq/2 dans (2.9), page 63, et le défilage avec deq/1 dans (2.10). Ceci nous
permet de raffiner la définition de bfy/1 en bfs/1 & la FIGURE 7.31 page
suivante.

Nous pouvons spécialiser le programme davantage, de fagon & écono-
miser de la mémoire en n’utilisant pas le constructeur q/2 et en nous

LT AR AR
AN AT A
AN

DE(d\DE(e\DDaDE(d\Dﬁa ooo — oooog —» O

FIGURE 7.29 — Parcours des niveaux avec une file
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by (t) — bfa(t < O).

bf2(©) — [];
bfa(q > ext()) — bfa(q);
bfa(q > int(z, t1,t2)) — [x]|bfa(t2 <1 < ¢)].

FIGURE 7.30 — Parcours des niveaux avec une file abstraite

bfs(t) = bfs(enq(t, q([],(1))).  bfa(a([], (1)) — [J;
deq(q) — (¢',ext()) deq(q) — (¢, int(x, t1,t2))

bfs(q) — bfa(q’) " bfu(q) — [x|bfs(enq(tz, enq(t1,¢)))]

FIGURE 7.31 — Raffinement de la FIGURE 7.30

souvenant que son premier argument est la pile arriére et le second la
pile frontale. De plus, au lieu d’appeler deq/1 et enq/2, nous pouvons
insérer leur définition et les fusionner avec la définition en cours. Le ré-
sultat est montré a la FIGURE 7.32. Souvenons-nous que rcat/2 (anglais,
reverse and catenate) est définie a I’équation (2.2) page 40. Remarquons
que bfy(enq(t,q([],[]))) a été optimisé en bf([], [t]) de maniére & éviter
un retournement de pile.

La définition de bf/1 peut étre considérée comme le plus concret des
raffinements, le programme le plus abstrait étant la définition originelle
de bf;/1. La premiére est plus courte que bfy/1, mais le gain véritable
est le cotit. Soit n la taille de I’arbre binaire en question et h sa hauteur.
L’emploi des régles est :

— la régle v est utilisée une fois;

— la régle £ est employée une fois;

— la régle 7 est appliquée une fois par niveau, sauf le premier (la

bf([], 1) & [J;
b ([¢|r],[]) %> bf([], reat(r, [1])):
bf(r, [ext()] /]) £ b(r, /);
bf(’l”, [int('xvtlat?) ’f]) = [.%' ‘ bf([t%tl |T]> f)]

FIGURE 7.32 — Raffinement de la FIGURE 7.31
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racine), donc, au total h fois;

— tous les niveaux, sauf le premier (la racine), sont retournés par
rev/1: 300 CrY =0 (e;42) = (n—1)+(n+1)+2h = 2n+2h,
ol e; est le nombre de noeuds au niveau étendu i ;

— la régle p est utilisée une fois pour chaque nceud externe, a savoir,
n + 1 fois;

— la régle o est employée une fois pour chaque nceud interne, donc
n fois.

La somme de toutes ces sommes partielles donne

Cofy =4n+3h+3.

Comme avec bfy/1, le cotit minimum se produit ici si h = 1g(n+1), donc
Bbf = 4n + 31g(n + 1) + 3 ~ 4n. Le coiit maximum se produit quand
h = n, d’ou W,Ef = Tn + 3 ~ 7n. Nous pouvons maintenant comparer
bfo/1 et bf/1: Cgfh < Cgfz et la différence de cotit est la plus notable dans
leur cas le plus défavofable, qui est, pour les deux, un arbre dégénéré.
Par conséquent, bf/1 est préférable dans tous les cas.

Terminaison  Dans le but de prouver la terminaison de bf/2, nous
réutilisons l'ordre lexicographique sur les paires de piles, basé sur la re-
lation de sous-pile immédiate (>-g) qui nous a permis de prouver la ter-
minaison de mrg/2 page 128 :

(5,t) =g2 (s',t') & s =g s ou(s=5"ett=gt).

Malheureusement, (>-g2) échoue dans I'ordonnancement monotone (par
rapport a la relation de réécriture) du membre gauche et du membre
droit de la régle o, a cause de (r, [int(z,t1,t2) | f]) #s2 ([te,t1]7], f). Une
autre approche consiste & définir un ordre bien fondé sur le nombre de
neeuds dans une paire de foréts :

(r, f) =g2 (', f') :& dim(r) + dim(f) > dim(r") + dim(f),

avec

dim([]) = [J;  dim([t] f]) — size(t) + dim(f).

ou size/1 est définie par (7.1) page 211. Ceci est une sorte de mesure
polynomiale sur les paires de dépendance, dont on peut en voir une
illustration avec flat/1 page 61. Ici, M[bf(s, )] := dim(s) + dim(¢). Mal-
heureusement, cet ordre échoue dans 'ordonnancement monotone de la
régle m, car (r,[]) #g2 ([], rev(r)).

L’énigme est résolue si nous visualisons I’ensemble complet des traces
d’évaluation de bf/2 d’une maniére compacte. Si nous supposons que
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(a) Non-déterministe (AFN) (b) Déterministe (AFD)

FIGURE 7.33 — Traces de bf/2 comme automate fini

rev/1 est un constructeur, les membres droits ne contiennent aucun appel
ou exactement un appel récursif. Les traces des appels & ces définitions
sont joliment représentées comme des automates finis. Un exemple d’au-
tomate fini déterministe (AFD) a été vu a la FIGURE 5.14 page 188. Ici,
une transition est une régle de réécriture et un état correspond a une
abstraction de la donnée. Dans le cas de bt/2, la donnée est une paire de
piles. Décidons pour le moment que nous ne prendrons en compte que le
fait qu’une pile est vide ou non, ce qui conduit & quatre états. Posons que
«|» dénote une pile non-vide arbitraire. En examinant les définitions de
bf/1 et bf/2 & la FIGURE 7.32 page 236, nous voyons que

— la regle € s’applique a I'état ([],[]) uniquement ;

— la régle 7 s’applique a I'état (|,[]), et conduit a 'état ([],]);

— la régle p s’applique aux états ([],]) et ([,]), et méne & n’importe

quel état ;

— la régle o s’applique aux états ([],]) et (],|), et conduit aux états
e (L
A la FIGURE 7.33a, nous regroupons toute cette connectivité en un auto-
mate fini. Notons que, par définition, I’état initial posséde une transition
entrante v sans source et que ’état final a une transition sortante &
sans destination. Une trace est n’importe quelle séquence de transitions
de l’état initial ([],|) a 'état final ([],[]), par exemple, vpPolmp€, avec
p > 0et g > 2. Cet automate est appelé automate fini non-déterministe
(AFN) parce qu’'un état peut avoir plus d’une transition sortante avec le
méme label (considérons I'état initial et les deux transitions de label o,
par exemple).

Il est toujours possible de construire un automate fini déterministe
(AFD) équivalent & un automate fini non-déterministe donné (Perrin,
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1990, Hopcroft et al., 2003). Les transitions sortant de chaque état du
premier ont un label distinct. L’équivalence signifie que I’ensemble des
traces de chaque automate est le méme. Si «?» dénote une pile, vide
ou non, alors la FIGURE 7.33b page ci-contre montre un AFD équivalent
pour les traces de bf/1 et bf/2.

Comme nous ’avons observé tantot en employant 1’ordre bien fondé
(>g2) basé sur la taille des piles, toutes les transitions = — y dans 'AFD
satisfont © >g2 y, sauf 7, pour laquelle © =g2 y est vrai (le nombre
total de noeuds est invariant). Nous pouvons néanmoins conclure que
bf/2 termine parce que la seule fagon de ne pas terminer serait I’existence
d’un circuit w, & savoir, une suite de transitions successives d’un état vers
lui-méme, toutes portant le label 7, donc le long de laquelle le nombre de
neeuds est constant. En fait, toutes les traces contiennent 7 suivie de p
ou o.

Encore un autre point de vue sur ce sujet serait de prouver, en exami-
nant toutes les régles isolément et toutes les compositions de deux régles,
que

T—=>Y=>T =52y et xiy:x>-52 Y.

, . 2n . .
Par conséquent, si n > O,2 alors z — y implique = >g2 y, car (>g2) est
transitive. De plus, si =% y — z, alors © =g2 ¥ =g2 2, donc & =gz 2.
Par conséquent, x LN y pour tout n > 1, donc = >gq2 y. O]

Numérotation en largeur Comme nous ’avons mentionné plus tot,
la FIGURE 7.11d page 219 montre un exemple de numérotation en largeur.
Ce probléme a re¢u une attention particuliére (Jones et Gibbons, 1993,
Gibbons et Jones, 1998, Okasaki, 2000) parce que les programmeurs en
langages fonctionnels se sentent d’habitude défiés avec cet exercice. Une
bonne démarche consiste a modifier la fonction bf;/2 a la FIGURE 7.30
page 236 de telle sorte qu’elle construise un arbre au lieu d’une pile. Nous
y parvenons en enfilant ses sous-arbres immédiats, qui seront ainsi récur-
sivement numérotés aprés leur défilage, et en incrémentant un compteur,
initialisé a 0, a chaque fois qu’un arbre non-vide est défilé.

Considérons bfn;/1 et bfna/2 (anglais, breadth-first numbering) a la
FIGURE 7.34 page suivante, et comparons-les avec les définitions a la
FIGURE 7.30 page 236. En particulier, notons que, a la différence de
bfi/2, les noeuds externes sont enfilés au lieu d’étre écartés, parce qu’il
sont ultérieurement nécessaires pour construire ’arbre numéroté.

A la FIGURE 7.35 page 241 est montré un exemple ol les exposants
représentent les valeurs de ¢ (le premier argument de bfy/2), les réécri-
tures descendantes définissent les états successifs de la file de travail (le
second argument de bfy/2), et les réécritures ascendantes montrent les
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bfna(0,t <) = O >t/
bfny(t) — t' '
bfna(i,©) — ©; bfna (i, g > ext()) — ext() < bfna (i, q);
bfno(i + 1,10 <t1 < q) — ¢’ > 1] > 14
bfna (i, q > int(z,t1,t2)) — int(i, t],t5) <q"

FIGURE 7.34 — Numérotation en largeur abstraite

états successifs des files résultantes (membre droit de bfy/2). Souvenons-
nous que les arbres sont enfilés & gauche et défilés a droite (d’autres
auteurs utilisent la convention inverse, comme Okasaki (2000)) et fai-
sons attention au fait que, dans les réécritures verticales a gauche, t; est
enfile d’abord, alors que, sur la droite, ¢, est défilé en premier, ce qui
devient plus clair lorsque nous comparons to < t1 < ¢ = t2 < (t1 < q) avec
q >ty -th = (¢ >t)) >t

Nous pouvons raffiner bfn; /1 et bfny /2 en introduisant explicitement
les appels de fonction pour enfiler et défiler, comme cela est montré a
la FIGURE 7.36 page ci-contre, ce qui pourrait étre contrasté avec la
FIGURE 7.31 page 236.

Exercices

1. Comment prouveriez-vous la correction de bfn/17?

2. Trouvez le cott C2™ de bfn(t), ot n est la taille de ¢.
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FIGURE 7.35 — Exemple de numérotation en largeur

deq(bfn(0,q([], [¢]))) — (a([].[]). )
bfns(t) — ¢/ '

. _ deq(q) — (¢, ext()) _
bfn4(l,q([], H)) - Q(H, H)’ bfn4(i, C]) N enq(ext(), bfn4(i, q/))a

deq(Q) - <Q17 int(x7t17t2)>
deq(bfny(i + 1,enq(ta, enq(t1,q1)))) = {(q2,t5) deq(qe) — (¢, t})
bfns(i, q) — enq(int(i, t},15),¢")

FIGURE 7.36 — Raffinement de la FIGURE 7.34 page ci-contre
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7.2 Formes classiques

Dans cette section, nous passons briévement en revue quelques arbres
binaires particuliers qui se révélent utiles lors de la recherche des extre-
mums du cotits de nombreux algorithmes.

Perfection Nous avons déja mentionné ce qu’est un arbre binaire par-
fait dans le contexte du tri optimal (voir FIGURE 2.43 page 92). Une fagon
de définir de tels arbres consiste a dire que tous leurs noeuds externes
appartiennent au méme niveau ou, de maniére équivalente, que les sous-
arbres immédiats de tous les nceuds ont la méme hauteur. (La hauteur
d’un noeud externe est 0.) A la FIGURE 7.37 est montrée la définition de
per/1 (perfection), ou true/1 est un contructeur. Donc, si un arbre ¢ est
parfait, nous connaissons aussi sa hauteur h puisque per(t) — true(h).

per(t;) — true(h) per(tz) — true(h)
per(int(x,t1,t2)) — true(h + 1) 7
per(t) — false().

per(ext()) — true(0);

FI1GURE 7.37 — Vérification de la perfection

Notons que les régles sont ordonnées, donc la derniére ne pourrait étre
sélectionnée que si les précédentes ont échoué a filtrer 'appel en cours.

Un raffinement sans régles d’inférence est montré & la FIGURE 7.38,
ou perg(t1) est évalué avant pery(t2) puisque t(pery(t1), pery(t2)) est lent
si pery(t1) — false().

perg(ext()) — true(0);
perg(int(x,t1,ta)) — t1(pery(t1), ta).

ti(false(), t2) — false();
t1 (h, tg) — tg(h, pero(tg)).

to(true(h), true(h)) — true(h + 1);
ta(h, ) — false().

FIGURE 7.38 — Raffinement de la FIGURE 7.37

Complétude Un arbre binaire est complet si les enfants de chaque
neeud interne sont deux nceuds externes ou deux nceuds internes. Un
exemple est illustré & la FIGURE 7.39. Récursivement, un arbre donné
est complet si, et seulement si, ses sous-arbres immeédiats sont complets.
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Ceci est la méme régle que nous avons utilisée pour

la perfection. En d’autres termes, la perfection et

la complétude sont propagées de fagon ascendante.

Par conséquent, nous devons décider que dire & pro-

pos des nceuds externes, en particulier, 'arbre vide.

Si nous décidons que ce dernier est complet, alors

int(z, ext(), int(y, ext(),ext())) serait, incorrectement, FIGURE 7.39
considéré complet. Sinon, les feuilles int(x, ext(), ext()) seraient, incorrec-
tement, considérées incomplétes. Donc, nous pouvons opter pour 'une
ou l'autre possibilité et traiter exceptionnellement le cas problématique
correspondant ; par exemple, nous pourrions décider que les nceuds ex-
ternes sont incomplets, mais que les feuilles sont des arbres complets. Le
programme se trouve a la FIGURE 7.40. La derniére régle s’applique si
t = ext() ou t = int(x,t1,t2), avec t; ou tg incomplet.

comp(int(z, ext(), ext())) — true();

comp(ty1) — true() comp(ta) — true()

comp(int(z,t1,t2)) — true() i comp(t) — false().

FIGURE 7.40 — Verification de la complétude

Equilibre La derniére sorte d’arbre binaire intéressante est celle des
arbres équilibrés. Il y a deux espéces de critéres pour définir I’équilibre :
la hauteur ou la taille (Nievergelt et Reingold, 1972,

Hirai et Yamamoto, 2011). Dans ce dernier cas, les

enfants d’'un méme parent sont les racines d’arbres

de tailles similaires ; dans le premier cas, ils ont des

hauteurs similaires. Le critére le plus courant étant la

hauteur, nous 'utiliserons dans la suite. De plus, le

sens exact de «similaire» dépend de ’algorithme. Par FIGURE 7.41
exemple, nous pourrions décider que deux arbres dont les hauteurs dif-
ferent au plus de 1 sont de hauteurs similaires. Voir la FIGURE 7.41 pour
un exemple. Commencgons avec une définition de la hauteur d’un arbre
binaire et modifions-la pour obtenir une fonction vérifiant 1’équilibre de
I’arbre :

height(ext()) — 0; height(int(x,¢;,t2)) — 1+max{height(1), height(t2)}.

La modification est montrée & la FIGURE 7.42 page suivante, ou la régle
d’inférence de baly/1 est requise pour vérifier la condition |h; — ho| < 1.
Remarquons qu’un arbre parfait est équilibré (hy = he).
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balg(ext()) — true(0);
balg(t1) — true(hy)  balg(ta) — true(hg) |hy — ho| <1
balo(int(z, t1, t2)) — true(1 + max{/1, hz}) ;
balg(t) — false().

FIGURE 7.42 — Vérification de ’équilibre

7.3 Codages d’arbres

En général, de nombreux arbres binaires ont le méme parcours préfixe,
postfixe ou infixe, donc il n’est pas possible de reconstruire I’arbre originel
& partir d’'un seul parcours. Le probléme de la représentation unique
d’un arbre binaire par une structure linéaire est appelé codage d’arbre
(Mékinen, 1991) et est relié au probléme de la génération de tous les
arbre binaires d’une taille donnée (Knuth, 2011, 7.2.1.6). Une approche
simple consiste & étendre un parcours avec les nceuds externes; ainsi,
nous retenons dans le code suffisamment d’information sur les arbres, ce
qui permet de revenir sans ambiguité vers l'arbre initial.

La fonction de codage epost/1 (anglais, extended postorder) a la FI-
GURE 7.43, est une simple modification de post/1 & la FIGURE 7.24
page 230. Par exemple, I'arbre & la FIGURE 7.11b page 219 est codé
par [0,0,00,0,1,0,0,2,3,0,0,0,4, 5, 6], ot O dénote ext(). Puisqu’un
arbre binaire avec n nceuds internes a n + 1 nceuds externes (voir théo-
réme 5 page 210), le coiit est trés facile a déterminer : C5P% = 2n + 2.

En ce qui concerne le décodage, nous avons déja remarqué que la
numérotation postfixe augmente le long de chemins ascendants, ce qui
correspond a 1’ordre dans lequel 'arbre est construit : des noeuds externes
jusqu’a la racine. Par conséquent, tout ce que nous avons a faire est
d’identifier les sous-arbres qui croissent en mettant les rangs inutilisés et
les sous-arbres dans une pile auxiliaire : quand le contenu d’une racine
apparait dans le code (tout sauf ext()), nous pouvons créer un nceud

epost(t) — epost(t, []).

epost(ext(), s) — [ext()|s];
epost(int(x,t1,t2),s) — epost(ti, epost(ta, [z]s])).

F1GURE 7.43 — Codage postfixe
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post2b(s) — post2b([], s).

post2b([t], []) = ¢;
post2b(f, [ext()|s]) — post2b([ext()| ], s);
post2b([ta, t1| f], [x|s]) — post2b([int(x,t1,t2)]| f], s).

FIGURE 7.44 — Décodage postfixe

interne avec les deux premiers sous-arbres dans la pile auxilaire.

La définition de post2b/1 (anglais, extended postorder to binary tree)
est donnée & la FIGURE 7.44. La variable f est une forét, c’est-a-dire
une pile d’arbres. Remarquons que nous aurions un probléme si 'arbre
originel contenait des arbres, parce que, dans ce cas, un nceud externe
contenu dans un neceud interne tromperait post2b/1. Le coiit est facile &
déterminer car un code postfixe doit avoir la longueur 2n + 1, ce qui est
le nombre total de noeuds d’un arbre binaire avec n nceuds internes. Par

conséquent, CEOStzb = 2n + 3. Le théoréme attendu est, bien entendu,

post2b(epost(t)) = t. (7.8)

En passant au codage préfixe, la fonction de codage epre/1 (anglais,
extended preorder) a la FIGURE 7.45 est une simple modification de pre/1
a la FIGURE 7.10 page 218. Le cofit est aussi simple & déterminer que
pour un codage postfixe : Ci*'¢ = 2n + 2.

Trouver la fonction inverse, du code préfixe vers 'arbre binaire, est
un peu plus délicat qu’avec les codes postfixes, parce que les rangs pré-
fixes augmentent le long des chemins descendants dans ’arbre, ce qui est
la direction opposée a la croissance des arbres (les programmeurs font
croitre les arbres des feuilles vers la racine). Une solution est de se sou-
venir de la relation PreMir(t) entre les parcours préfixe et postfixe que
nous avons prouvée page 230 :

pre(mir(t)) = rev(post(t)).

epre(t) — epre(t,[]).

epre(ext(), s) — [ext()]s];
epre(int(x, t1,t2),s) — [z |epre(t1, epre(tsa, s))].

FIGURE 7.45 — Codage préfixe
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Nous devrions étendre la preuve de ce théoréme pour avoir
epre(mir(t)) = rev(epost(t)). (7.9)

A la section 2.2, nous avons prouvé Inv(s) et EqRev(s), soit I'involution
de rev/1:
rev(rev(s)) = t. (7.10)

Les propriétés (7.10) et (7.9) ménent a
rev(epre(mir(t))) = rev(rev(epost(t))) = epost(t).
L’application de (7.8) donne
post2b(rev(epre(mir(t))) = post2b(epost(t)) = ¢.
D’aprés 'exercice 3 page 232, nous avons mir(mir(¢)) = ¢, par conséquent
post2b(rev(epre(t))) = mir(t), donc mir(post2b(rev(epre(t)))) = t.

Puisque nous voulons que le codage suivi du décodage soit I'identité,
pre2b(epre(t)) = t, nous avons pre2b(epre(t)) = mir(post2b(rev(epre(t)))),
c’est-a-dire, en posant la pile s := epre(t),

pre2b(s) = mir(post2b(rev(s))),

Nous obtenons donc pre2b/1 en modifiant post2b/1 a la FIGURE 7.46.
La différence entre pre2b/2 et post2b/2 réside dans leur dernier motif, a
savoir post2b([ta,t1 | f], [z | s]) par opposition & pre2b([ti,t2 | f],[x | s]),
réalisant la fusion de mir/1 et post2b/1. Malheureusement, le cotit de
pre2b(t) est plus élevé que le cotit de post2b(¢) & cause du retournement
de pile rev(s) au début : cre? —on 4+ 34 CreY =3n+5.

La conception de pre2b/1 est a petits pas, avec un accumulateur.
Une approche plus directe extrairait le sous-arbre gauche et puis le sous-
arbre droit du reste du code. En d’autres termes, la nouvelle version
pre2b; (s) calcule un arbre construit a partir d’un préfixe du code s, ac-
couplé avec le suffixe. La définition est montrée a la FIGURE 7.47 page
ci-contre. Notons ’absence de tout concept adventice, contrairement a

pre2b(s) — pre2b([], rev(s)).

pre2b([t], []) — ¢;
pre2b(f, [ext()|s]) — pre2b([ext()| f], s);
pre2b([t1, t2| f1, [z |s]) — pre2b([int(z, t1,t2)]| f], s).

FIGURE 7.46 — Décodage préfixe
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pre2b; (s) — (¢, [])

pre2by(s) — ¢ pre2b; ([ext() | s]) — (ext(), s);

pre2b;(s) — (t1,s1) pre2b; (s1) — (t2, s2)
pre2b, ([z|s]) — (int(z,t1,t2), s2) )

FIGURE 7.47 — Un autre décodage préfixe

pre2b/1, qui s’appuie sur le retournement d’une pile et un théoréme a
propos de la réflexion d’arbres et des parcours postfixes. Donc pre2bg/1
est conceptuellement plus simple, bien que son cotit soit supérieur a ce-
lui de pre2b/1 parce que nous comptons le nombre d’appels de fonction
aprés que les régles d’inférence sont traduites dans le noyau du langage
fonctionnel (donc deux appels supplémentaires filtrant (t1, s1) et (to, s2)
sont implicites).

Les codages d’arbres montrent qu’il est possible de représenter de
fagon compacte des arbres binaires, du moment que nous ne nous sou-
cions pas du contenu des nceuds internes. Par exemple, nous avons men-
tionné que l'arbre a la FIGURE 7.11b page 219 a pour parcours postfixe
étendu [O0,0,0,0,1,0,0,2,3,00,0,0,4, 5, 6]. Si nous ne souhaitons re-
tenir que la forme de I'arbre, nous pourrions remplacer le contenu des
neeuds internes par 0 et les noeuds externes par 1, dont nous tirons le
code [1,1,1,0,0,1,1,0,0,1,1,1,0,0,0]. Un arbre binaire de taille n peut
étre représenté de maniére unique par un nombre binaire de 2n + 1 bits.
En fait, nous pouvons écarter le premier bit parce que les deux premiers
bits sont toujours 1, donc 2n bits sont en fait suffisants. Pour un parcours
préfixe étendu, nous choisissons de coder les nceuds externes par 0 et les
neceuds internes par 1, donc l'arbre de la FIGURE 7.11a page 219 donne
[0,1,2,00,3,00,0,4,0,0,5,0,6,0,0] et (111010010010100)5. Nous pou-
vons aussi écarter le bit le plus a droite, car les deux derniers bits sont
toujours 0.

7.4 Parcours aléatoires

Certaines applications requiérent un parcours d’arbre qui dépende
d’une interaction avec un usager ou un autre logiciel, c’est-a-dire qu’a
I’arbre est adjointe une notion de noeud courant, donc le prochain nceud
a étre visité peut étre choisi parmi n’importe lequel de ses enfants, le
parent ou méme un frére. Cette interactivité contraste avec les parcours
en préfixe, infixe et postfixe, ot I'ordre de visite est prédéterminé et ne
peut étre changé durant le parcours.
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Normalement, la visite d’une structure de donnée fonctionnelle com-
mence toujours a la méme place, par exemple, dans le cas d’une pile,
il s’agit de 1’élément au sommet, et, dans le cas d’'un arbre, la racine.
Parfois, mettre & jour une structure de donnée avec un algorithme en-
ligne (voir page 10 et section 4.6 page 165) nécessite de garder un accés
direct «dans» la structure de donnée, habituellement 1a ou la derniére
mise & jour a eu lieu, ou prés d’elle, dans 'optique d’un cotit amorti
plus faible (voir page 10) ou d’un colt moyen inférieur (voir l'insertion
bidirectionnelle & la section 3.2 page 105).

Appelons le nceud courant le curseur. Une crémaillére a
dans un arbre binaire est faite d’'un sous-arbre, dont la b/ \g
racine est le curseur, et d’'un chemin de celui-ci jusqu’a la C/ @
racine. Ce chemin est la réification de la pile des appels
récursifs qui ont abouti au curseur, mais retournée, et les e f
sous-arbres qui n’ont pas été visités lors de la descente. De  FiquRrE 7.48
cette facon, en un coup, il devient possible de visiter les
enfants dans n’importe quel ordre, le parent ou le frére. Considérons la
FIGURE 7.48, oil le curseur est le nceud d. La crémaillére est la paire

(int(d(), int(e(), ext(), ext()), int(f(), ext(), ext())), [p1, p2]),

ou pp := right(b(),int(c(), ext(),ext())) signifie que le noeud b posséde
un enfant a gauche ¢ qui n’a pas été visité (ou, de maniére équivalente,
nous avons bifurqué a droite lorsque nous sommes descendu jusqu’a d),
et po := left(a(), int(g(), ext(),ext())) signifie que le nceud a a un enfant
a droite g qui n’a pas été visité. La pile [p1, p2] est le chemin du neeud d
vers le haut, jusqu’a la racine. Bien stir, puisque b est le premier dans le
chemin ascendant, il est le parent du curseur d.

Au début, la crémaillére ne contient que 'arbre originel ¢ : (¢,[]).
Ensuite, les opérations que nous désirons pour parcourir un arbre binaire
a la demande sont up/1 (se déplacer jusqu’'au parent), left/1 (visiter
Ienfant & gauche), right/1 (voir 'enfant & droite) et sibling/1 (aller au
frere). Toutes prennent une crémaillére en argument et, aprés n’importe
lequel de ces déplacements, une nouvelle crémaillére est assemblée. Voir
le programme & la FIGURE 7.49 page ci-contre

Au-dela de parcours aléatoires dans un arbre binaire, cette technique,
qui est un cas particulier de la crémaillére de Huet (Huet, 1997), permet
aussi d’éditer localement la structure de donnée. Ceci revient en effet a
simplement remplacer ’arbre courant par un autre :

graft(t', (¢, p)) — (¢, p).
Si nous ne souhaitons changer que le curseur, nous utiliserions

slider(2’, {int(z,t1,t2),p)) — (int(z', t1,t2), p).
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up((t1, [left(z, t2) | p])) — (int(z,t1,12), p);
up((ta, [right(z,t1)|p])) — (int(x,t1,t2),p).

left((int(x,t1,t2),p)) — (t1, [left(z, t2)|p]).
right((int(z,t1,t2),p)) — (to, [right(z, t1) |p]).

sibling((t1, [left(z, t2) |p])) — (t2, [right(z, t1) | p]);
sibling((te, [right(x,t1) |p])) — (t1, [left(z, t2)]|p]).

FIGURE 7.49 — Déplacements dans un arbre binaire

Si nous voulons monter jusqu’a la racine et extraire le nouvel arbre :

zip((t,[])) = t;  zip(z) — zip(up(z)).

Nous n’avons pas besoin d’une crémaillére pour effectuer un parcours
préfixe, infixe ou postfixe, parce qu’elle est principalement congue pour
ouvrir vers le bas et refermer vers le haut des chemins commencant a
la racine d’'un arbre, a la maniére d’une crémaillére dans un vétement.
Néanmoins, si nous retenons un aspect de sa conception, a savoir I'accu-
mulation de nceuds et sous-arbres a visiter, nous pouvons définir les par-
cours classiques en forme terminale, c’est-a-dire que les membres droits
sont soit des valeurs ou un appel de fonction dont les arguments ne sont
pas des appels eux-mémes. (De telles définitions sont équivalentes a des
boucles dans les langages impératifs et peuvent étre optimisées par des
compilateurs (Appel, 1992).) Un parcours préfixe terminal est montré a
la FIGURE 7.50, ou, dans preg(s, f,t), la pile s collecte les noeuds visités
en ordre préfixe, la pile f (forét) est un accumulateur de sous-arbres a
visiter et t est ’arbre restant a traverser. Le cott est : Cho7 = 3n + 2.

prez(t) — preg([], [],?)-

preg(s, [], ext(

preg(s, [int(z, t1, ext())| f], ext(
pres( [z ] f], ext(

preg(s, f,int(x,t1,ts

) =
))—>pres( [z ] £, t1);
;; — preg([z % s, f, ext());

— preg(s, [int(z, t1,ext()) | f], t2).

FIGURE 7.50 — Parcours préfixe en forme terminale
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7.5 Dénombrement

De nombreuses publications (Knuth, 1997, § 2.3.4.4) (Sedgewick et
Flajolet, 1996, chap. 5) montrent comment trouver le nombre d’arbres
binaires de taille n en utilisant des outils mathématiques puissants, ap-
pelés fonctions génératrices (Graham et al., 1994, chap. 7). A leur place,
pour des raisons didactiques, nous choisissons une technique plus intui-
tive issue du dénombrement combinatoire qui consiste & construire une
bijection entre deux ensembles finis, le cardinal de 'un étant donc le
cardinal de l'autre. Pour une taille donnée, nous allons associer chaque
arbre binaire & un objet de maniére exclusive, et aucun objet ne sera
laissé de coté. De plus, ces objets doivent étre aisément dénombrables.

Nous connaissons déja les objets adéquats : les chemins de Dyck,
que nous avons rencontrés a la section 2.5 sur les files d’attente. Un
chemin de Dyck est une ligne brisée dans un repére orthonormé, allant
du point (0,0) a (2n,0) et constituée de deux sortes de segments montrés
a la FIGURE 7.51, de telle sorte qu’ils demeurent au-dessus de l'axe des
abscisses, mais peuvent ’atteindre. Considérons a nouveau ’exemple que
nous avons donné a la FIGURE 2.16 page 65, sans prendre en compte les
cotits de chaque pas.

Si nous suivons la méme convention qu’au chapitre 5, nous dirions ici
qu’un mot de Dyck est un mot fini sur 'alphabet contenant les lettres r
(montée ; anglais, rise) et f (descente ; anglais, fall), de telle maniére que
tous ses préfixes contiennent plus de lettres r que f, ou un nombre égal.
Cette condition équivaut a la caractérisation géométrique «au-dessus de
laxe des abscisses ou l'atteignant.» Par exemple, rff n’est pas un mot
de Dyck parce que le préfixe rff (en fait, le mot entier), contient plus
de descentes que de montées, donc le chemin associé termine sous I’axe
des abscisses. Le mot de Dyck correspondant au chemin de Dyck & la
FIGURE 2.16 page 65 est rrrfrfrefffrff. A ladite page, nous avons utilisé
une parenthése ouvrante et fermante au lieu de r et f. Conceptuellement,
il n’y a pas de différence entre un chemin de Dyck et un mot de Dyck,
nous parlons de chemin quand un cadre géométrique est plus intuitif et
de mot pour un raisonnement symbolique et de la programmation.

(a) Montée (b) Descente

FIGURE 7.51 — Pas de base dans un repére
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Tout d’abord, associons injectivement des arbres binaires & des mots
de Dyck; en d’autres termes, nous voulons parcourir un arbre donné et
produire un mot de Dyck qui n’est le parcours d’aucun autre. Puisque,
par définition, les arbres binaires non-vides sont faits de noeuds internes
connectés a deux autres arbres binaires, nous pourrions nous demander
comment découper un mot de Dyck en trois parties : une correspondant a
la racine et deux correspondant aux sous-arbres immédiats. Etant donné
que tout mot de Dyck commence par une montée et se termine par
une descente, nous pourrions nous interroger & propos du mot entre les
deux extrémités. En général, ce n’est pas un mot de Dyck ; par exemple,
couper les bouts de rfrrff donne frrf. Au lieu de cela, nous recherchons
une décomposition des mots de Dyck en mots de Dyck. Si un mot de
Dyck a exactement un retour, c¢’est-a-dire une descente qui méne a ’axe
des abscisses, alors découper la premiére montée et cet unique retour
(qui doit aussi étre la derniére descente) produit un autre mot de Dyck.
Par exemple, rrfrefff = r - rfrrff - f. Ces mots sont appelés premiers, parce
que tout mot de Dyck peut étre décomposé de facon unique comme
la concaténation de tels mots (d’ou la référence a la décomposition en
facteurs premiers en théorie élémentaire des nombres) : pour tout mot
de Dyck non-vide d, il existe n > 0 mots de Dyck p; premiers et uniques
tels que d = p1 - P2 - - - pn. Ceci conduit naturellement a la décomposition
en arches, dont le nom provient d’une analogie architecturale : pour tout
mot de Dyck d, il y a n > 0 mots de Dyck d; et retours f; tels que

d=(r-di-f1)--(r-dpF).

Voir Panayotopoulos et Sapounakis (1995), Lothaire (2005), Flajolet et
Sedgewick (2009). Mais cette analyse n’est pas adaptée telle quelle, parce
que n peut étre supérieur & 2, ce qui empéche toute analogie avec les
arbres binaires. La solution est assez simple : conservons le premier fac-
teur premier r - dj - f; et ne factorisons pas le suffixe, qui est un mot de
Dyck. Autrement dit, pour tout mot de Dyck non-vide d, il existe un
seul retour f; et deux sous-mots de Dyck d; et d2 (vides ou non) tels que

d:(r-dlof1)~d2.

Ceci est la décomposition par premier retour, connue aussi comme la
décomposition quadratique — il est aussi possible d’écrire d = dy-(r-da-f1).
Par exemple, le mot de Dyck rrfrffrreffrff, montré a la FIGURE 7.52 admet
la décomposition quadratique r - rfrf - f - rrrffrff. Cette décomposition est
unique parce que la factorisation en facteurs premiers est unique.

Etant donné un arbre int(z,t1,t2), la montée et la descente explici-
tement distinguées dans la décomposition quadratique doivent étre com-
prises comme formant une paire qui est en correspondance avec x, alors



252 CHAPITRE 7. ARBRES BINAIRES

or1r2f3r4fs5 ferrvrgrg fi10fi11ri12 fi13 f 14

FIGURE 7.52 — Décomposition quadratique d’un chemin de Dyck

que dy est associé a tq et dg & to. Plus précisément, la valeur de x n’est pas
pertinente ici, seulement ’existence d’un nceud interne, et une fourche
dans un arbre feuillu serait codée tout aussi bien. Symboliquement, si ()
est le mot de Dyck en relation avec I’arbre binaire ¢, alors nous nous at-
tendons aux équations suivantes :

S(ext()) =& 8(int(z, tr,t2)) = 1o - 8(t1) - F- 3(ta). (7.11)

Nous avons attaché le contenu du nceud z & la montée correspondante,
donc nous ne perdons pas d’information. Par exemple, 'arbre a la FI-
GURE 7.53a est ¢ = int(0, int(1, ext(), int(2, ext(), ext())), int(3, ext(), ext())
et mis en correspondance avec le chemin de Dyck a la FIGURE 7.53b de
la fagon suivante :

0(t) =ro - o(int(1, ext(), int(2, ext(),ext()))) - f- o(int(3, ext(), ext()))
=ro- (r1-d(ext()) - f-d(int(2, ext(),ext()))) - f- d(int(3, ext(), ext()))
=rorie-f-(ra-d(ext()) - f-d(ext())) - f- (rs-d(ext())-f-d(ext()))
=rorf-(rp-e-f-e)-f-(r3-e-f-e) = rorifraffrsf.

Remarquons que si nous remplagons les montées par leur contenu associé
(en indice) et les descentes par [J, nous obtenons [0, 1,0, 2,0,0, 3,0, ce
qui est le codage préfixe de 'arbre sans son dernier [J. Nous pourrions

1/0\3
N
7

ro r f ro f f rs f

(a) Arbre binaire (b) Chemin de Dyck correspondant au codage
préfixe [0,1,0,2,0,0,3,0,0]

FIGURE 7.53 — Bijection entre un arbre binaire et un chemin de Dyck
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dpre(t) — dpre(t, []).

dpre(ext(),s) — s;
dpre(int(z,t1,t2),s) — [r(z)|dpre(ti, [f() | dpre(ts, s)])].

FI1GURE 7.54 — Codage préfixe d’un arbre en un chemin de Dyck

alors modifier epre/2 a la FIGURE 7.45 page 245 pour qu’elle code un
arbre binaire en un chemin de Dyck, mais nous devrions enlever le dernier
élément de la pile résultante, donc il est plus efficace de mettre en ceuvre
directement § comme la fonction dpre/1 (anglais, Dyck path as preorder)
4 la FIGURE 7.54. Si la taille de ’arbre binaire est n, alors C,‘ipre =2n+2
et la longueur du chemin de Dyck est 2n.

Cette correspondance est clairement inversible, car nous avons déja
résolu le décodage préfixe aux FIGURES 7.46 & 7.47 pages 246-247, et
nous comprenons maintenant que ’inverse est fondé sur la décomposition
quadratique du chemin.

Ceci dit, si nous sommes préoccupés par l'efficacité, nous pouvons
nous souvenir qu'un codage postfixe conduit & un décodage plus rapide,
comme nous l'avons vu aux FIGURES 7.43 a 7.44 pages 244-245. Pour
créer un chemin de Dyck basé sur un parcours postfixe, nous associons les
nceuds externes a des montées et les nceuds internes a des descentes (avec
les contenus), enfin, nous 6tons la premiére montée. Voir la FIGURE 7.55b
pour le chemin de Dyck obtenu & partir du parcours postfixe du méme
arbre que précédemment. Bien siir, tout comme nous ’avons fait avec
la correspondance préfixe, nous n’allons pas construire le codage post-
fixe, mais plutdt aller directement de I’arbre binaire au chemin de Dyck,
comme & la FIGURE 7.56 page suivante. Remarquons que nous empilons
r() et f(z) dans la méme régle, donc nous n’avons pas besoin d’oter la pre-
miére montée a la fin. (Nous employons une optimisation semblable avec

1/0\3
N
7

r r f2 f1 r r f3 f()

(a) Arbre binaire (b) Chemin de Dyck correspondant au codage
postfixe [0,0,0,2,1,0,0, 3, 0]

FIGURE 7.55 — Bijection entre un arbre binaire et un chemin de Dyck
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dpost(t) — dpost(t,[]).

dpost(ext(), s) — s;
dpost(int(z,t1,t2), s) — dpost(t1, [r() |dpost(te, [f(z)]s])]).

FIGURE 7.56 — Codage postfixe d’un arbre en un chemin de Dyck

dpre/2 ala FIGURE 7.54 page précédente.) En termes structurels, I'inverse
de cette correspondance postfixe est une décomposition d = dy - (r-da -f1),
que nous avons mentionnée précédemment en passant comme étant une
option & la décomposition quadratique.

La fonction qui décode les chemins de Dyck postfixes en arbres bi-
naires est une simple variation de post2b/1 et post2b/2 & la FIGURE 7.44
page 245 : nous initialisons la pile auxiliaire avec [ext()]. La fonction est
nommée d2b/1 et définie & la FIGURE 7.57. Le cotit est C42° = 2n 4 2.

d2b(s) — d2b([ext()], s).

d2b(ft], []) —
d2b(f, [r()IS])—>d2b([ tO[f1,9);
d2b([ta, t1] f1, [f(x) | s]) — d2b([int(x, t1,22)[ f], )-

FIGURE 7.57 — Décodage postfixe d’'un chemin de Dyck en un arbre

Que nous choisissions un codage préfixe ou postfixe, une conséquence
des bijections est qu’il y a autant d’arbres binaires de taille n que de
chemins de Dyck de longueur 2n. Nous savons déja, voir le chapitre 6, et
I’équatio (6.1) page 196, qu'il y a C), = m(Zn) n\/71 de ces chemins.

D’autres encodages des arbres binaires sont proposés dans (Knuth,

1997, 2.3.3) et (Sedgewick et Flajolet, 1996, 5.11).

Longueur moyenne des chemins La plupart des paramétres moyens
usuels des arbres binaires, comme la longueur moyenne des chemins in-
ternes, la hauteur et largeur moyenne, sont obtenus trés difficilement et
requiérent des outils mathématiques qui vont au-dela de la portée de ce
livre.

La longueur interne I,, d’'un arbre binaire de n noeuds internes est la
somme des longueurs des chemins de la racine a chaque nceud interne.
Nous avons déja rencontré le concept de longueur externe F,,, a savoir la
somme des longueurs des chemins de la racine a chaque noeud externe,
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a la section 2.8 page 83 & propos du tri optimal, ot nous avons montré
que l'arbre binaire qui minimise la longueur interne moyenne posséde
tous ses nceuds externes sur deux niveaux successifs. La relation entre
ces deux longueurs est assez simple :

E,=1,+2n. (7.12)

Soit int(x,t1,t2) un arbre avec n noeuds internes. Alors, nous avons
I(ext()) =0, I(int(z,t1,t2)) =1(t1)+I(t2)+n—1, (7.13)
parce que chaque chemin dans ¢; et to est rallongé avec un arc de plus

jusqu’a la racine z, et il y a n — 1 chemins ainsi, par définition. D’un
autre coté,

E(ext()) =0, E(int(z,t1,t2)) = E(ty) + E(ts) +n+1,  (7.14)

parce que chaque chemin dans t; et to est rallongé avec un arc de plus jus-
qu’a la racine x et il y a n+ 1 chemins en question, d’apreés le théoréme 5
page 210. En soustrayant ’équation (7.13) de (7.14) donne

E(ext()) — I(ext()) = 0,
E(int(z, t1,t2)) — I(int(z, t1, t2)) = (E(t)) — I(t1)) + (E(t2) — I(t2)) + 2.

En d’autres termes, tout nceud interne ajoute 2 a la différence des lon-
gueurs externe et interne a partir de lui. Puisque cette différence est
nulle aux nceuds externes, nous obtenons I'équation (7.12) pour larbre
de taille n. Malheureusement, tout autre résultat est franchement difficile
a obtenir. Par exemple, la longueur interne moyenne E[I,], qui vaut

4n

E[L,] = o 3n — 1~ nymn,

est expliquée par Knuth (1997) a l'exercice 5 de la section 2.3.4.5, et Sed-
gewick et Flajolet (1996), au théoréme 5.3 de la section 5.6. En utilisant
I’équation (7.12), nous déduisons E[FE,| = E[I,,]42n, ce qui implique que
le cotit du parcours d’un arbre binaire aléatoire de taille n de la racine
a un neeud externe est E[E,]/(n+ 1) ~ y/mn. De plus, la valeur E[I,,]/n

peut étre comprise comme le niveau moyen d’un nceud interne choisi au
hasard.

Hauteur moyenne La hauteur moyenne h,, d’un arbre binaire de
taille n est encore plus difficile a obtenir et a été étudiée par Flajolet
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et Odlyzko (1981), Brown et Shubert (1984), Flajolet et Odlyzko (1984),
Odlyzko (1984) :
hy, ~ 2v/7n.

Dans le cas des arbres de Catalan, a savoir, les arbres dont les nceuds
internes peuvent avoir un nombre quelconque d’enfants, I’analyse de la
hauteur moyenne a été menée par Dasarathy et Yang (1980), Dershowitz
et Zaks (1981), Kemp (1984) a la section 5.1.1, Dershowitz et Zaks (1990),
Knuth et al. (2000) et Sedgewick et Flajolet (1996), & la section 5.9.

Largeur moyenne La largeur d’un arbre binaire est la longueur de son
niveau étendu le plus grand. On peut montrer que la largeur moyenne wy,
d’un arbre binaire de taille n satisfait

Wy, ~ /TN~ %hn.

Ce résultat implique, en particulier, que la taille moyenne de la pile
nécessaire a I’exécution d’un parcours préfixe avec pres/2 a la FIGURE 7.6
page 215 est deux fois la taille moyenne de la file nécessaire au parcours
en largeur avec bf/1 a la FIGURE 7.32 page 236. Ceci n’est pas du tout
évident, car les deux piles qui simulent la file ne contiennent pas toujours
un niveau complet.

Pour les arbres généraux, Dasarathy et Yang (1980) ont joliment pré-
senté une correspondance bijective avec les arbres binaires et le transfert
de certains paramétres moyens.

Exercices

1. Prouvez post2b(epost(t)) = t.

2. Prouvez pre2b(epre(t)) = t.

3. Prouvez epre(mir(t)) = rev(epost(t)).
4

. Définissez le codage d’un arbre binaire fondé sur son parcours in-
fixe.



Chapitre 8

Arbres binaires de recherche

La recherche d’un noeud interne dans un arbre binaire peut étre cou-
teuse parce que, dans le pire des cas, I’arbre en entier doit étre parcouru,
par exemple, en préfixe ou en largeur. Pour remédier & cela, deux choses
sont désirables : I’arbre binaire devrait étre aussi équilibré que possible
et le choix de visiter le sous-arbre gauche ou droit ne devrait étre fait
qu’aprés avoir examiné le contenu de la racine, appelé clé. La solution la
plus simple consiste & satisfaire la derniére condition et voir si elle sied
a la premiére.

Un arbre binaire de recherche (Mahmoud, 1992), noté bst(x,t1,t2),

est un arbre binaire tel que la clé z est supérieure aux clés 17
de t; et inférieure aux clés de t2. (Le noeud externe ext() 5/ \29
est un arbre de recherche trivial.) La fonction de compa- 7/ \
raison dépend de la nature des clés, mais doit étre totale, 3 11\
c’est-a-dire que toute clé est comparable avec n’importe 13

quelle autre clé. Un exemple est donné a la FIGURE 8.1.
Une conséquence immédiate est que le parcours infixe d’un
arbre binaire de recherche est toujours une pile triée par ordre croissant,
par exemple [3,5,11,13,17,29] pour I'arbre de la FIGURE 8.1 ci-dessus.

FIGURE 8.1

Cette propriété permet de vérifier simplement qu’un arbre binaire
est en fait un arbre de recherche : effectuer un parcours infixe et ensuite
vérifier I'ordre de la pile résultante. La fonction correspondante, bsty/1,
est lisible & la FIGURE 8.2 page suivante, ou iny/2 est simplement une
redéfinition de in/2 a la FIGURE 7.19 page 225. Donc, le cotit de ina(t),
quand t est de taille n, est Ci"? = CI" = 2n + 2.

Le pire des cas pour ord/1 se produit quand la pile est ordonnée de
fagon croissante, donc le colit maximum est Wf{'d =mn,sin > 0. Le
meilleur des cas est manifesté quand la premiére clé est supérieure a la
deuxiéme, donc le cofit minimum est B%9 = 1. En somme, nous avons

257
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bsty(t) — ord(ina(t, [])).

ing(ext(), s) — s;
ing(bst(l‘, t1, tz), S) — ing(tl, [.CI} ‘ inz(tQ, S)])

ord([z,y|s]) — ord([y|s]), st y > ;
ord([z,y|s]) — false();
ord(s) — true().

FIGURE 8.2 — Vérification naive d’un arbre binaire de recherche

Bbsto =14 (2n+2)+1=2n+4et W% =14 (2n+2) +n =3n+ 3.

Un meilleur dessein consiste & ne pas construire le parcours infixe, a
conserver seulement la plus petite clé jusqu’a présent, en supposant que
I’arbre est traversé de droite & gauche, et a la comparer avec la clé cou-
rante. Nous avons alors un probléme au commencement, parce que nous
n’avons encore visité aucun nceud. Une méthode fréquemment employée
pour gérer ces situations exceptionnelles consiste a utiliser une sentinelle,
qui est une valeur factice. Ici, nous voudrions prendre +o0o comme sen-
tinelle, parce que toute clé serait alors inférieure, en particulier la plus
grande qui n’est pas connue. (Si elle I’était, nous la prendrions comme
sentinelle.) Il est en fait facile de représenter cette valeur infinie dans
notre langage fonctionnel : usons simplement d’un constructeur constant
infty/0 (anglais, infinity) et assurons-nous que nous traitons ses compa-
raisons séparément des autres. En réalité, infty() n’est comparé qu’une
fois, avec la clé la plus grande, mais nous n’essaierons pas d’optimiser
cela, par peur d’obscurcir le dessein.

Le programme est montré a la FIGURE 8.3 page ci-contre. Le pa-
ramétre m représente la clé minimum jusqu’a présent. Le seul but de
norm/1 est de se débarrasser de la plus petite clé m dans larbre et
de terminer a la place avec true(), mais, si 'arbre n’est pas vide, nous
pourrions tout aussi bien finir avec true(m), ou méme false(z), si plus
d’information se révélait utile.

Dans le pire des cas, 'arbre originel est un arbre binaire de recherche,
donc il doit étre traversé dans son intégralité. S’il y a n noeuds internes,
le coiit maximum est W2 = 1+ 2n + (n+ 1) + 1 = 3n + 3 parce
que chaque nceud interne déclenche un appel a bst; /2 et, a son tour, un
appel a cmp/3; de méme, tous les n+ 1 nceuds externes sont visités. Par
conséquent, WPt = WPst i n > 0, ce qui n’est pas une amélioration.
Néanmoins, ici, nous ne construisons pas une pile avec toutes les clés, ce
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bst(t) — norm(bst; (¢, infty())).

bst; (ext(), m) — m;
bsty (bSt(l‘, t1, tg), m) — cmp(w, t1, bsty (tz, m))

cmp(x, t1,infty()) — bsty(¢1, x);
cmp(z,t1,m) — bsty(t1,x), si m = x;
cmp(z, t1,m) — false().

norm(false()) — false();
norm(m) — true().

FIGURE 8.3 — Vérification d’un arbre binaire de recherche

qui est un gain clair en termes de mémoire allouée.

Ceci dit, la mémoire n’est pas le seul avantage, car le cotit minimum
de bst/1 est inférieur a celui de bsty/1. En effet, le meilleur des cas pour
les deux se produit lorsque ’arbre n’est pas un arbre binaire de recherche,
mais ceci est découvert au plus tot par bst/1 dés la deuxiéme comparai-
son, parce que la premiére est toujours positive par dessein (+oo = x).
Bien entendu, pour que la deuxiéme comparaison soit effectuée le plus
tot possible, il faut que la premiére se produise le plus tét possible aussi.
Deux configurations font 'affaire :

bst(bst(z, t1, bst(y, ext(), ext()))) 5 false(),
bst(bst(y, bst(x, 1, ext()), ext())) LA false(),

ou x = y. (Le deuxiéme arbre est la rotation & gauche du premier. Nous
avons vu page 226 que les parcours infixes sont invariants par rotations.)
Le cotit minimum dans les deux cas est B2t = 8, a contraster avec le
cotit linéaire 82“0 = 2n + 4 da a l'inévitable parcours infixe complet.

8.1 Recherche

Nous devons maintenant déterminer si la recherche d’une clé est plus
rapide qu’avec un arbre binaire ordinaire, ce qui était notre motivation
initiale. Etant donné Parbre de recherche bst(x,t1,t2), si la clé y que nous
cherchons est telle que y > z, alors nous la recherchons récursivement
dans t9; sinon, si x > y, nous examinons t; ; finalement, si y = x, c’est
que nous venons de la trouver a la racine de 'arbre donné. La définition
de mem/2 (anglais, membership) est donnée a la FIGURE 8.4. Le point
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mem(y, ext()) — false();
mem(x, bst(z, t1,t2)) — true()
mem(y, bst(x, t1,t2)) — mem(y,t1), si x = y;
mem(y, bst(x, t1,t2)) — mem(y, t2).

9

FIGURE 8.4 — Appartenance & un arbre binaire de recherche

crucial est que nous ne sommes pas forcément amenés a visiter tous les
nceuds. Plus précisément, si tous les ncoeuds sont visités, alors 'arbre
est dégénéré, a savoir, il est isomorphe & une pile, comme les arbres a la
FIGURE 7.4 page 213 et 7.28 page 235. Il est évident que le cotit minimum
d’une recherche positive (la clé est trouvée) se produit quand la clé est
a la racine, donc B = 1, et une recherche négative minimise son coiit
si la racine posséde un enfant qui est un noeud externe visité : BT = 2.
Une recherche positive maximise son coiit quand ’arbre est dégénéré et
la clé en question est la seule feuille, donc WIS} = n, et une recherche
négative de colit maximum se produit si nous visitons un des enfants de

la feuille d’un arbre dégénéré : Wi = n + 1. Par conséquent,

By =1 et WM =n+1.
Ces extremums sont les mémes qu’avec une recherche linéaire par Is/2 :
Is(z, []) — false(); Is(z, [x|s]) — true(); lIs(z, [y]s]) — Is(z, s).

Le cofit d’une recherche linéaire positive est le i = k, si la clé recherchée
est a la position k, avec la premiére clé a la position 1. Donc, en suppo-
sant que chaque clé est distincte et également probable, le colit moyen
d’une recherche linéaire positive est Al = L S0 C,';k = (n+1)/2. Ceci
souléve la question du cott moyen de mem/2.

Cott moyen Il est clair d’aprés la définition qu'une recherche com-
mence a la racine et s’achéve 4 un nceud interne, en cas de succes, ou
bien & un nceud externe si elle est infructueuse ; de plus, chaque noeud sur
ces chemins correspond & un appel de fonction. Par conséquent, le cotit
moyen de mem/2 est en relation directe avec la longueur interne moyenne
et la longueur externe moyenne. Pour comprendre clairement comment,
considérons un arbre binaire de recherche de taille n contenant des clés
distinctes. Le coiit total de la recherche de toutes ces clés est n + I,,, ol
I,, est la longueur interne (nous ajoutons n a I, parce que nous comp-
tons les noeuds sur les chemins, pas les arcs, car un noeud interne est
associé a un appel de fonction.) En d’autres termes, une clé choisie au
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hasard parmi celles que nous savons présentes dans un arbre donné de
taille n est trouvée par mem/2 pour un coiit moyen de 1+ I,/n. Par
dualité, le cotit total pour atteindre tous les noeuds externes d’un arbre
binaire de recherche est (n+ 1)+ E,,, ot E,, est la longueur externe (il y
a n + 1 nceuds externes dans un arbre contenant n noeuds internes ; voir
le théoréme 5 page 210). Autrement dit, le colit moyen d’une recherche
négative (la clé est absente) avec mem/2 est 1+ E,,/(n + 1).

Parvenu a ce point, nous devrions comprendre que nous avons affaire
a deux processus aléatoires, ou, de maniére équivalente, a une moyenne
de moyennes. En effet, la discussion précédente supposait que ’arbre de
recherche était donné, mais que la clé était aléatoire. Le cas général est
quand les deux sont aléatoires, c’est-a-dire que les résultats précédents
sont moyennés pour tous les arbres possibles de taille fixe n. Soit AZET
le cotit moyen de la recherche positive d’une clé aléatoire dans un arbre
aléatoire de taille n (chacune des n clés étant recherchée avec la méme
probabilité) ; de plus, soit A" le cotit moyen de la recherche négative
d’une clé aléatoire dans un arbre aléatoire (chacun des n + 1 intervalles
dont les extrémités sont les n clés ont la méme probabilité d’étre atteints).
Alors

1 1
Amem — 1 4 EE[In] et AT =1+ mE[En]v (8.1)

n(+) n(-)

ou E[I,] et E[E,] sont, respectivement, la longueur interne moyenne et
la longueur externe moyenne. En réutilisant 1’équation (7.12), page 255
(B, = I,+2n), nous déduisons E[E,,| = E[I,,]4+2n et nous pouvons main-
tenant mettre en relation les coflits moyens de la recherche en éliminant
les longueurs moyennes :

1 1
Amem <1 + n) Amem -~ = 2. (8.2)

Il est remarquable que cette équation est valable pour tous les arbres

binaires de recherche, indépendamment de la maniére dont ils ont été

construits. Dans la section suivante, nous envisagerons deux méthodes

pour faire des arbres de recherche et nous serons & méme de déterminer
nen et ATET avec laide de I'équation (8.2).

Mais avant, nous pourrions peut-étre remarquer qu’a la FIGURE 8.4
page ci-contre nous n’avons pas suivi 'ordre des comparaisons tel que
nous ’avions décrit. Dans le cas d’une recherche positive, la comparai-
son y = x est vraie exactement une fois, & la fin; par conséquent, la
vérifier avant les autres, comme nous ’avons fait dans la deuxiéme régle
a la FIGURE 8.4 page précédente, signifie qu’elle échoue pour toute clé
sur le chemin de recherche, sauf la derniére. Si nous mesurons le coiit
en tant que nombre d’appels de fonction, cela ne change rien, mais, si
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), siz>y;

memo(y, bst(z, t1,t2)) — memq(y, t;
(y,t2), siy = m;

)
memg(y, bst(z, t1,t2)) — memg
memo(y, ext()) — false();
memq(y, t) 